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Abstract

We introduce an analog of the Robinson—Schensted algorithm for skew oscillating tableaux
which generalizes the well-known correspondence for standard tableaux. We show that this
new algorithm enjoys some of the same properties as the original. In particular, it is still true
that replacing a permutation by its inverse exchanges the two output tableaux. These facts
permit us to derive a number of identities involving the number of such tableaux.

1. Introduction

Les tableaux de Young, introduits en 1902 par Young [18] pour calculer certains
idempotents de I'algébre du groupe symétrique, ont été trés abondamment étudiés
sous différents points de vue. En particulier, dans le cadre de la théorie des représenta-
tions du groupe symétrique [11], algorithme de Robinson—Schensted [7,13] donne
une preuve combinatoire de I'identité

nl=3% (f*)?, (1
Akn

identité dans laquelle n! est la dimension de la représentation réguliére, et f* est a la
fois le degré et la multiplicité de la représentation associée a la forme A. Depuis, une
riche combinatoire sur les tableaux de Young a vu le jour. Ainsi, plusieurs corres-
pondances analogues a celle de Robinson-Schensted ont été proposées pour divers
types de tableaux tels les tableaux semi-standard [5], les tableaux oscillants
[1,3,6,8,15,16], les ‘shifted” tableaux [10,17], les tableaux gauches [12],... Ces
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correspondances ont été unifiées par Fomin [4] dont la théorie voit actuellement de
nombreux développements [8,9].

Dans ce travail, nous nous intéressons a la famille des tableaux oscillants gauches,
de tels tableaux correspondant a des chemins quelconques allant d’une certaine forme
initiale a une certaine forme finale dans le treillis de Young représenté Fig. 1.

Ces tableaux oscillants gauches généralisent donc les notions de tableaux oscillants
(pour lesquels la forme initiale est la forme vide &), tableaux standard (la forme initiale
est (J et le chemin est une chaine dans le poset représenté Fig. 1), tableaux gauches (la
forme initiale est quelconque et le chemin est une chaine dans ce méme poset).

Dans cet article, nous donnons un analogue de Palgorithme de Robinson—
Schensted [7, 13] pour cette famille des tableaux oscillants gauches. Nous montrons
également que cette correspondance posséde les mémes propriétés que I'originale, en
particulier celle qui fait que te remplacement d’'une permutation par son inverse a pour
effet d’échanger les deux tableaux obtenus [14]. De ces résultats, nous déduisons un
certain nombre d’identités faisant intervenir le nombre de ces tableaux.

Le paragraphe suivant présente les définitions et notations que nous utilisons au
long de ce travail. Ensuite, nous proposons un algorithme (dit fondamental) associant
a un tableau oscillant gauche un triplet constitu¢ d’'une involution partielle et de deux
tableaux partiels, correspondance donnant une premiére formule d’énumération pour
ces tableaux (en fonction des formes initiale et finale et de la longueur des tableaux).
Dans le paragraphe quatre, nous donnons la correspondance de type Robinson—
Schensted pour les tableaux oscillants gauches, déduite de I'algorithme fondamental.
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Nous obtenons ainsi une formule analogue a la formule (1) sur les dimensions. Dans le
dernier paragraphe, nous montrons que cette correspondance posséde une propriété
analogue a l'originale, propriété dont nous déduisons une formule pour le nombre de
tableaux oscillants gauches ayant une forme initiale et une longueur fixées.

2. Deéfinitions et notations

Nous utilisons ici la terminologie habituelle sur les tableaux et nous supposons
connu I'algorithme de Robinson—Schensted tel que présenté dans [13]. Les définitions
non précisées ci-dessous pourront étre trouvées dans cet article.

Nous notons indifféremment par A =(Ay, 45, .... ;) une partition et le diagramme de
Ferrers correspondant, représenté en notation ‘Frangaise’, c'est a dire avec la plus
longue part 4, sur la ligne inférieure (ligne 1), les parts nulles ¢tant interdites. La cellule
du diagramme sur les ligne i et colonne j est notée c=(i, ) et ainsi, ¢c€4 si et seulement
si 1<j<4;. Si u<s4, la forme gauche A/u est 'ensemble de cellules {¢|cel et c¢u;. Si
{A/ul=n, nous écrivons A/ut n et parlons de partition (gauche) de n de forme A/p.

Un tableau de Young T de forme A/u est un étiquetage des cellules de 4/u par des
entiers positifs de sorte que les lignes et colonnes soient croissantes au sens large. Nous
notons T, ou T (i,j) I'étiquette de la cellule ¢ =(i,j); ainsi, ke T signifie k= T(i,j} pour
un certain couple i,j. Un tableau de Young est partiel si ses etiquettes sont distinctes,
standard s'il est partiel et les étiquettes comprises entre 1 et n=|1/ul. Par exemple,
losque A=(5,4,2) et u=(3,2), les deux tableaux représentés Fig. 2 sont respectivement
partiel et standard.

Les ensembles de tableaux de Young partiels et standard de forme 4/u sont notés

respectivement PT(4/u) et ST(A/u), I'ensemble P_T(i/u) désignant les tableaux de
Young partiels de forme A/u avec décroissance stricte en ligne et colonne.

Nous notons f** le nombre de tableaux standard de forme A/u.

Une involution partielle n sur [n]=1{1,2,...,n} est un ensemble de paires verticales
d’entiers de [n] deux a deux distincts

il iZ e ik N . . . . .
e | ou iy <ip<t---<iy<meti,>j, (1<p<k),
Sz ek
ces paires verticales constituant les cycles de I'involution qui sera toujours sans point
fixe. Nous notons t=i,i, ... iy et T=j, j, ... jx les lignes supérieure et inférieure de cette
involution.
L’ensemble des involutions partielles sur [n] est I'ensemble PINV (n).

L5 13
29 4 6
14 6 125

Fig. 2.
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Définition 2.1. Un tableau oscillant gauche de formes initiale o et finale B et de longueur
n est une suite 7 de diagrammes de Ferrers (ou partitions)

T=(O(=}uo,/11’---a/1n=ﬂ)’

ou /; est obtenue a partir de A, _, par ajout ou suppression d’une cellule. L’ensemble
de tels tableaux est noté TOG,(x—f) et leur nombre 2%,

Exemple 2.2

- [ ] ]
M [ 1 0O OO O O

Ainsi TeTOG{(2,1)=(1)}.

Cette notion de tableaux oscillants gauches généralise donc les notions de

o tableaux oscillants [1,2,6,15,16,] qui correspondent au cas ou o= ¥,

e tableaux de Young standard correspondant au cas ou a={J et ou les seules
opérations admises dans ‘Thistoire’ du tableau sont des adjonctions de cellules.

Dans le prochain paragraphe, nous présentons l'algorithme fondamental a partir
duquel nous obtiendrons dans la section suivante une correspondance de type
Robinson-Schensted pour les tableaux oscillants gauches. Pour terminer, nous
verrons que cette correspondance posséde des propriétés analogues a celle de
Robinson—Schensted, en particulier lorsque 'on permute les deux tableaux oscillants
gauches obtenus ce qui a pour effet d’inverser (en un certain sens que nous définirons)
I'involution partielle.

3. L’algorithme fondamental

Theoréme 3.1. Soient o et f deux partitions et n un entier. Il existe une bijection

0: TOG, ()~ | ) PINV(n) x PT(B/u) x PT(a/p),
i

T (n, P,Q),

telle que m U PO Q=[n] (ot U désigne l'opérateur union disjointe).
On déduit immédiatement de ce théoréme le résultat suivant.

Corollaire 3.2. Le nombre de tableaux oscillants gauches de formes initiale et finale
B et de longueur n est donné par

Y <k,1,nrik—z)(””k“”” RIS

k1=0 L ajutk
n—k—1pair K piurl
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En considérant des formes particuliéres pour o et §, nous retrouvons les formules
d’énumération suivantes pour les tableaux oscillants [1,3,15,16].

~

Corollaire 3.3. (i) f27/=(}) (n—|B)" f2,
(i) f2-2=2n).

Avant de prouver le Théoréme 2.1, nous allons définir les différents processus de
suppression dans un tableau de Young gauche partiel que nous serons amenés
a considérer.

Soit PePT(4/u). Trois types de suppression peuvent étre réalisées sur ce tableau.

Suppression d’une cellule vide. 11 s’agit de la suppression d’une cellule appartenant
a u en position (i, j) telle que les cellules en position (i, j+ 1) et (i + 1, ) n’appartiennent
niap, niai/u(Fig. 3, suppression de la cellule vide (5, 1)).

Suppression d’une cellule contenant un entier. 1l s’agit de la suppression d’une cellule
en position (i,j) de A/u contenant un certain entier k, sur le méme principe que dans
I'algorithme de Robinson—Schensted. Cet entier k vient prendre la place du plus grand
entier de la ligne i—1 qui lui soit inférieur (lorsqu’il existe), ce processus étant itéré
jusqu’a ce que l'une des deux situations suivantes se produisent.

Suppression externe. Le processus se termine par I'expulsion d’un entier de la
premiére ligne de A/u (la Fig. 4 représente la suppression de la cellule contenant 6 ce
qui conduit a expulsion de Pentier 3).

Suppression interne. Le processus se termine lorsque, a une certaine étape, l'entier
m expulsé de la ligne p+ 1 est plus petit que tous ceux de la ligne p (p>0) de A/u ou
lorsque cette ligne p ne comporte aucun entier (cas ou A,=pu,). Dans ce cas, I'entier
m est place dans la derniére cellule de u sur la ligne p. Ainsi, une cellule ‘coin’ de u est
remplie (la Fig. 5 représente la suppression de la cellule contenant I'entier 1 ce qui
a pour effet de remplir la cellule (3, 2)).

11 L
6 6
2 4 — 2 4
|3 8 |3 8

Fig. 3.

H | — |
6
2 4 — 2.6
}3 8 ] 4 8

Fig. 4.
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Fig. 5.

Preuve du Théoréme 3.1. Soit T=(a=Ag,As,...,Ap= f) un tableau appartenant a
TOG, («—f). On construit une suite (¢, désignant le tableau vide de forme «/z)

(ﬂo,P(), Q0)=(g’ Qa’ @a),(nl’PIan)’ ...,(715,,,P,,,Q,,)=(TC, Pa Q)

a l'aide de I'algorithme suivant (voir Exemple 3.4).

Algorithme «. Supposons qu’a la kiéme étape, A, soit obtenue a partir de 4,_, par:
(1) ajout d’une cellule en position (i, j); dans ce cas

Q=0k-1, T =TMg-1>
P.(i,j)= k (ajout d’une cellule a P, _, étiquetée k);

(2) suppression d’une cellule en position (i, j); dans ce cas, on supprime la cellule en
position (i,j) de P,_,, le processus conduisant au tableau P, par
(a) une suppression externe:

Q=0k-1,
on ajoute le couple (X) 4 m,_, ou m est entier expulsé de P, _;
(b) une suppression interne:
Ou(i,j)=k ou (i,j) est la cellule de P, ayant été remplie,
T =T -1;
(c) une suppression de cellule vide:
Q. (i,j)=k ou (i,j) est la cellule supprimée,
M=T—1.

Un exemple de cette construction est donné ci-aprés (Exemple 3.4 dans lequel nous
n’avons pas répété un objet qui n’est pas modifié lors d’une étape de I'algorithme).
I est facile de voir que, partant de T7e TOG,(x— ), cet algorithme fournit:
PePT(f/u): a chaque étape de I'algorithme, P,e PT(4,/ 1),
QePT(a/pn): en effet, Q¢ = I, et, a chaque étape, si P,e PT(A,/u,) alors Qe PT (/1)
(cas 2(b) et 2(c) de 'algorithme),
ne PINV(n) par construction.
De plus, n U P U Q=[n] car
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Q est étiqueté par des entiers correspondant aux étapes de suppression interne ou
de cellule vide (cas 2(b) et 2(c)),

P est étiqueté par des entiers correspondant aux étapes d’insertion (cas 1), entiers
non supprimés lors d’étapes ultérieures (cas 2(a)),

7 est constituée de couples dont les entiers correspondent aux étapes de suppression
externe (cas 2(a)) et aux entiers expulsés.

Exemple 3.4.

k= 0 1 2 3 4 5 6 7 ] 9

11

TzEB%B]_IJ_iFH‘lEJDj o Ho B

)| 1 1 1 7
P s B oo dos dos A B
o-HH B Cr) O

E=S o]

N =

~ 7
AinsiT—»{t:H OO )

Pour montrer que cette application est bijective, nous allons construire son inverse.
Pour cela, nous donnons un algorithme qui, partant d’un triplet (r, P, Q) appartenant
a PINV(n)x PT(B/p) x ﬁ(oc/u) tel que n o P UQ=[n], fournit un tableau T de
TOG, (x—f).

Soit donc le triplet (n, P, Q).

On construit une suite (P,=P,0,=0), (Pu-1,0n-1).-...(Po,Qo) & l'aide de l'algo-
rithme suivant.

Algorithme = ~!. Supposons qu’a I'étape k, k variant de n a 1,

(1~1) lentier k soit I'étiquette d’une cellule de P,: on supprime la cellule de P,
contenant cet entier ce qui donne Py_, Qy_1 =0

(271) L’entier k n’appartient pas a Py.

(a) le couple (k,m) appartient & 7 on insére (en utilisant l'algorithme de Robin-
son—-Schensted) entier m dans P, pour obtenir Py_y, Q-1 =0k,
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(b) Qui,j)=k et P(i,j)=m: on vide la cellule (i,j) de Q, pour obtenir Q,_,,
on insere l'entier m dans P, & partir de la ligne i+1 en utilisant également
'algorithme de Robinson—Schensted et la cellule (i,j) de P, devient vide pour former
P,

() Qu(i,j)=k et P, ne possede pas de cellule en position (i,j): on vide la cellule
(i,j) de Q, pour obtenir Q,_;, on ajoute la cellule vide (i,j) a P, pour obtenir
Pe_,.

On obtient ainsi, a l'issue de cet algorithme, la suite de tableaux (P,=P,P,_4, ..., Py)
ou P,ePT(A/ ). Le tableau T est alors T=(x=1g, 4,, iy Ay=P)

11 est facile de voir que cet algorithme 2 ~! correspond exactement a la construction
inverse de celle fournie par lalgorithme «,

I'étape (17 !) correspondant a la suppression d’une cellule,

I'étape (27 1) correspondant a l'insertion d’une cellule:

(27 'a) étant une insertion externe,

(27 'b) étant une insertion interne,

(27 1¢) étant Pinsertion d’une cellule vide.
Un exemple d’application de lalgorithme « ' est donné dans la deuxiéme
partie de ’Exemple 3.7 (3.7.2). 1l correspond a la construction inverse de celle de
I’Exemple 3.4. [

1

Il est maintenant naturel de considérer le miroir du tableau oscillant gauche, et de se
demander ce qu’il advient lorsque 'on applique I'algorithme «. Pour cela, nous allons
dans un premier temps introduire quelques définitions.

Définition 3.5. (i) A un tableau 7=(x=4¢, 4, ..., 4,= ) appartenant & TOG,(x— f),
on associe son miroir T8 =(f=A,, ..., 11, Ao=0) appartenant a TOG, (f—a).

(ii) Etant donnés un entier n et un tableau PePT(1/y) (resp. PePT(4/p)) on définit
le tableau P°e PT(A/u) (resp. PePT(A/p)) par PS(i,j)=n+ 1 — P(i,j) pour toute cellule
(i, )€/

(iii) A une involution partielle ne PINV(n) ayant pour cycles les couples (i,.j,),
on associe l'involution n°ePINV(n) dont les cycles sont les couples (n+1—j,,
n+1-—1ip).

Théoréme 3.6. Soit T un tableau oscillant gauche tel que 0(Ty=(n, P,Q). Alors
0(T*)=(n", 0", P°).

Preuve. Nous n’en donnerons ici que le principe. Etant donné un tableau
T=(a=4k¢,41,..., A, =p) tel que 8(T)=(n, P, Q), posons (v, A, B)=(n°, Q°, P°).
Considérons alors la suite

(7T0,Po, Qo)z(ga @aa Qa)a (nhPl’Ql)’ vees (s Py, Q,,)=(T[,P, Q)
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obtenue en appliquant I'algorithme « au tableau T et la suite
(An=A~Bn=B)a (An—laBn—l)»---s(AOﬂBO)

obtenue en appliquant I'algorithme = ~! au triplet (4, 4, B). La preuve du théoréme
consiste & montrer que, a toute étape k, 0<k <n, les tableaux P, et A4, , vérifient

P.ePT(4/ ) pour une certaine forme g,
A,_€PT(4;/yx) pour une certaine forme 7y,

c’est a dire que les formes ‘globales’ de ces deux tableaux sont identiques, fait dont
nous déduisons le résultant attendu, soit

971(7{:, Qc’ PC)= 7~th

La preuve de ce fait consiste a examiner les différents cas intervenant dans les
algorithmes « et 2~ ! appliqués en paralléle aux suites (m, Py, Q) ) et (A, . B, ), €t
résulte essentiellement des propriétés de I'algorithme de Robinson—Schensted pour un
tableau gauche.

Nous nous contentons de donner ici un exemple illustrant ce résultat, plutét que
d’effectuer cette énumeération des différents cas a examiner. [

Exemple 3.7.
(3.7.1) Le triplet (r, P, Q) obtenu par application de I'algorithme « au tableau T. ce
tableau étant le miroir de celui considéré lors de I'exemple 3.4.

k=0 1 2 3 4 s 6 7 & 9
TZB]H—F'I:HH_HEB]:_}]:HB:]EHBH
e b b B o 80 é o o i
o=t Co ul
Ht

Ainsi T — { [f’ Z} 25 B ) et, pour 0<k<n=9,

P.ePT(4/ ) pour une certaine forme yy.
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(3.7.2) L’algorithme = ~! appliqué au triplet (o, 4, B)=(n°, Q°, P°).
3 4 5 6 7 8 9

1

2
7 1 1 1
A= [V O 4 &134 [;1‘[:]4 [1:133 Bf]3 B:]3 B] BH EB
PR R H3 H
6 9
(s 4)

On peut constater que A4,_,PT(4;/y,) pour une certaine forme y,, et ceci pour tout
k compris entre 0 et n=9. Le tableau ainsi obtenu est donc exactement le tableau
miroir du tableau précédent.

4. La correspondance de Robinson—Schensted pour les tableaux oscillants gauches.
A partir de I'algorithme fondamental présenté précédemment, nous obtenons une

correspondance pour les tableaux oscillants gauches analogue a celle de Robin-
son—Schensted.

Théoréme 4.1. Soient o une partition et n un entier. Il existe une bijection

@: |J PINV (2n) x PT(2/p) x PT(/s)—| ) TOG,(x— ) x TOG, (),

fIE=t.4 ﬁ

(n, P,Q)—(P,Q),
oun U PUQ=[2n].

Preuve. Elle est immédiate compte-tenu du Théoréme 3.1. En effet

(m, P,0) D T=(a=Ag, ... Ag=P, ..., Azg=10)

|

{f:(a:io,,{l,...,zﬁﬂ) } -
Q=(a=}'2n’22n—l’---’ln=ﬂ) '

Nous déduisons immédiatement de ce théoréme 'identité suivante.
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Corollaire 4.2.

Z(f‘*”)2 Z(kkz )(2n adpr Y (gamy

prax/prk

La bijection @ du Théoréme 4.1 est I'analogue de la correspondance de Robinson—
Schensted pour les tableaux standard. Elle permet, en la particularisant, de retrouver
les identités connues pour les tableaux oscillants [1, 3,15, 16], les tableaux standard
gauches [12] et les tableaux standard [13].

Corollaire 4.3. (i) T, (f27#)2=@2n)!,

(11) Zﬁ:ﬁ/il—n (flx/a)z =Zk(:)2 k' Zu:a;’p,l—n—k (f“/l‘)z’

(ii)) Ty, ()=
Preuve. (i) Est une conséquence immédiate du Corollaire 3.2 en prenant a= J.

(i) Est une conséquence du Théoréme 4.1; il suffit pour cela de se restreindre aux
tableaux ‘oscillants” P et @ pour lesquels aucune suppression de cellule n’a lieu

(tableaux standard gauches). La correspondance fournit alors des triplets (n, P, Q)
tels que

nePINV(2n),
PePT(x/p) avec 7O P={1,2,...,n},
QePT(x/p) avec 70 Q={nn+1,...,2n};

Ceci correspond & ne jamais employer la régle (2¢) (réciproquement (27 'c)) de
l'algorithme « (réciproquement <~ !).
(1i1) Méme raison que précédemment avec a=¢5. [

5. Propricte de la correspondance @
Une involution e PINV(2n) peut étre représentée sous la forme d’'un graphe G(n)
ayant pour ensemble de sommets les entiers de [2n] disposés sur deux lignes para-

lléles, de sorte que les entiers i et 2n+ 1 —i soient en correspondance, et pour arétes les
paires verticales constituant = (les cycles de I'involution).

Exemple 5.1.

37 8 11 12
251 4 10
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Définition 5.2. Etant donnée nePINV(2n), on définit son inverse n~'ePINV(2n)
comme étant I'involution dont le graphe G(n~!) est le graphe symétrique de G(rn) par
rapport a un axe horizontal. Autrement dit, au cycle (i,,j,) de = correspond le cycle
(2n+1—j,,2n+1—i,) dans z7 ', et ainsi 7~ ' =xn° (Définition 3.5).

L’inverse d’une involution partielle ainsi défini correspond exactement a I'inverse
d’une permutation du groupe symétrique lorsque celle-ci est représentée de maniére
analogue sous forme d’un graphe.

Exemple 5.3. A T'involution 7 de 'exemple précédent correspond I'involution inverse
n~! dont le graphe est le suivant.

T e _ T .
S DN

Proposition 5.4. Soit PINV, (n) l'ensemble des involutions partielles sur [n]
e dont les cycles de longueur 2 sont bi-coloriés,
e pouvant admettre des points fixes.
Il existe une bijection {:{rePINV(2n): n=n"'}->PINV,(n).

La Fig. 6 suffit pour se convaincre de la validité de ce résultat.

Théoréeme 5.5, Soient n un entier et o une partition. Soit (m, P,Q) appartenant
a PINV(2n) x PT(o/p) x PT(a/p) tel que ¢(n, P,Q)=(P, Q). Alors p(n~ 1, Q%, P*)=(Q, P).

Ce résultat est une conséquence immédiate des théorémes 3.6 et 4.1. Nous en
déduisons I'identité suivante.

Corollaire 5.6.

;f:*u; (Z) XLy Y, [

uiajutrk

. . 2
ou I,=coefficient de x?/p! dans e****.

Fig. 6.
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Preuve. Soient o appartenant a PINV,(n) telle que {(0) ==, et P un tableau de PT(2/p)
tel que 70U PO P°=[2n]. Comme n=n""!, nous avons

(g, P) <5 (n, P) > (m, P, PS)=(n "', P.P°) & (P, P) P,
On déduit alors immédiatement de ce fait la formule du corollaire. [

Comme précédemment, en particularisant la correspondance @, nous retrouvons
les identités suivantes pour les tableaux oscillants, les tableaux standard gauches et les
tableaux standard.

Corollaire 5.7.

n

. ~ s . X
(i) Zj,? P=1,=coefficient de — dans e****,
n!
B

Ln2 |
_ z n!
& (n—2k)! K
i Y. f’”’=Z<Z> nvii—k) . S,
B:Biakn 4 wapkk

ou

xP

Inv(p)= coefficient de . dans extx2
p!

(ii)) Y fP=Inv(n).

Brn

Un raisonnement analogue a celui prouvant le Corollaire 4.3 permet d’obtenir ces
résultats, compte-tenu du Théoréme 5.5.

Remarque 5.8. Il est possible de mettre en évidence d’autres propriétés de cette
correspondance pour les tableaux oscillants gauches, propriétés classiques dans le cas
des tableaux standard. Ceci sera 'objet d'un prochain article.
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