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Zusammenfassung

Die Schwerpunkte dieser Arbeit liegen auf der Analyse der Wave Front Set von
Fourier Integral Operatoren (FIO), deren Ausbreitung im Spezialfall von poly-
homogenen Pseudo-Differentialoperatoren, sowie auf einer gerichteten Transfor-
mation — der Curvelet Transformation — die es uns erlaubt die Wave Front Set
zu lokalisieren.

Dabei sammeln wir in den ersten beiden Kapiteln Grundlegendes, das zum
tieferen Versténdnis vor allem von Pseudo-Differentialoperatoren (¥DO) und
deren Symbolen beitrégt.

Das dritte Kapitel beinhaltet die formale Definition der Wave Front Set,
sowie die Aussage, dass die singuldren Punkte der Phase eines FIO Aufschluss
iiber die Lage der Wave Front Set geben und nicht zuletzt den Beweis, dass
die Wave Front Set der Losung einer Differentialgleichung mit polyhomogenen
UDO, als Vereinigung von Bicharakteristiken des Hauptsymbols gegeben ist.
Diese Aussage ist hdufig unter dem Namen "Propagation of Singularities’ be-
kannt.

Im Anschluss daran stellen wir in Kapitel vier die Curvelet Transformation
vor und beweisen, dass es genau die Punkte und Richtungen aus der Wave Front
Set sind, in denen diese Transformation fiir zunehmend feinere Skalierungen
keinen raschen Abfall aufweist.

Im fiinften und letzten Kapitel diskretisieren wir die Curvelet Transforma-
tion in geeigneter Weise und zeigen, dass wir dadurch ein tight Frame erhal-
ten, welches zu einer Wavelettransformation mit echter parabolischer Skalierung
dquivalent ist.
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Kapitel 1
Grundlagen

In diesem einleitenden Kapitel fixieren wir den Grofiteil der Notation, die wir
in dieser Arbeit verwenden werden und wiederholen grundlegende Aussagen aus
der Analysis und der Numerik.

Der Grofiteil der Beweise stammt aus [StRaym], der Beweis des Satzes von
Paley-Wiener-Schwarz folgt [Hérm3]. Die Matrixnormen wurden geméfl [CanDo2]
definiert, die Resultate des Abschnittes iiber Matrixoperatoren stammen zum
Teil aus [L].

1.1 Notation

In dieser Arbeit behandeln wir vorwiegend komplex-wertige Funktionen auf dem
R™. Dabei bezeichnen wir mit (z,y) das Skalarprodukt zweier Elemente z,y €
RTL

(@,y) = w55,
j=1
mit |z| die euklidische Norm des R™
2l = /(w.a)
und mit Bg(z) die offene Kugel mit Radius R und Mittelpunkt x,
Br(z)={y € R" : |y —z| < R}.
Die Menge aller Umgebungen eines Punktes x bezeichnen wir mit ¢(x). Und

fiir eine Menge A bezeichnet 14(x) die charakteristische Funktion.

Erfiillt eine Menge I' C R™ die Bedingung, dass mit jedem = € " auch ux € T’
fiir jedes positive p, so ist I' einen Kegel. Fiir Mengen I' C R™ x R™ sagen wir,
dass I' kegelformige ist, falls I' beziiglich der zweiten Koordinate ein Kegel ist,
also falls mit jedem (z,&) € T auch (z,p€) € T, fiir u > 0. Die Menge aller
kegelformigen Umgebungen eines Punktes (z,&) € R™ x R™ bezeichnen wir mit

Ur(x0,&0)-

Um die Ableitungen einer Funktion f : R™ — C in kompakter Form schrei-
ben zu konnen, verwenden wir Multiindizes a = (a1, ..., a,) € Z7.



1.2 Funktionenrdume Grundlagen

Wie gewohnt ist die Lénge eines Multiindex a definiert durch |af = 7, a;
und seine Faktorielle durch das Produkt o! = Hj (a;!). Wir summieren Mul-
tiindizes komponentenweise und aulerdem schreiben wir @ < g € Z7, falls
a; < B fiir alle j = 1,...,n. Gelegentlich werden auch Binomialkoeffizienten
von Multiinizes auftreten. Ist 8 < «, so schreiben wir

(3)=11(3) = s

Jj=1

und der Bimomialkoeffizient ist gleich 0, falls 8 nicht kleiner als « ist.
Ist z € R" und o € Z", so definieren wir 2% als das Produkt

n
o (e 3]
x —H“f’j
j=1

und mit J; = 0/0x;, der partiellen Ableitung nach z;, schreiben wir ganz analog
) Hlel
o G
0 _lzlaj] N

In Verbindung mit der Fouriertransformation erweist es sich oft als niitzlicher,
mit den Differentialoperatoren

D® = (—i9)”
zu arbeiten.
Abschlielend sei noch erwihnt, dass wir mit a < b meinen, dass es eine Kon-
stante C' > 0 gibt, sodass ¢ < C'b und falls ¢ < b und b < a, so schreiben wir
a=b.

1.2 Funktionenridume
Definition 1.1 (L?)
Sei u : R™ — C eine meflbare Funktion. Wir schreiben
1/p

ful = ( [la@P) " mwrisp<o (1)

luloo = Inf{U € R : |u(z)| <U fast iiberall (f.i.)}. (1.2)
fiir die Normen auf den Raumen LP, wobei 1 < p < oo, beziechungweise L.
Satz 1.2 (Holder)
Seien w € LP(R™),v € LY(R™), wobei p,q € [1,00] so, dass % + % = 1. Dann ist

[luvl[r < ffullp - [[o]]q-



1.3 Arten von Wachstum und Abfall Grundlagen

Beweis

Allgemein gilt fiir a,b > 0, € (0,1) die Young’sche Ungleichung: a*b!=# <

pa+ (1 — p)b. Setzen wir konkret p = %, a= Mg;}rz b= digh}, so folgt nach

Integration iiber R™ die Behauptung.

q.e.d.

Bemerkung

Speziell folgt daraus fiir u,v € L2(R"), dass uv € L*(R"), da ||uv||; < ||ull2 -
o]z < oo

Definition 1.3

Seien u, v zwei meBbare Funktionen von R" nach C, sodass uv € L'(R"™). Wir
definieren

(u,v) := /u(m) v(x) dx (1.3)

Fiir den Raum L? handelt es sich dabei um ein Skalarprodukt, welches L? zu
einem Hilbertraum macht. Es gilt

() = / (@) der = [Jul2

Definition 1.4 (L)

loc

Sei X C R™ offen. Fiir eine Funktion u sagen wir, dass w lokal integrierbar ist
und schreiben u € Llloc(X ), wenn fiir jedes kompakte K C X die Einschrénkung
von u auf K in L' ist.

Definition 1.5 (Faltung)

Sei u,v zwei meBbare Funktionen, fiir die die rechte Seite von (1.4) fiir jedes
x € R™ endlich ist, dann definieren wir die Faltung von v und v durch

(wro)o) = [ ule—y) viy)dy. (14)
Mit der Variablentransformation z = x — y folgt die Symmetrie, also
(wr)@) = [ule =) o) dy = [0(a) vl - 2)dz = (0 x ) (o)

Mit der Bemerkung zu Satz 1.2 ist die Faltung fiir u,v € L? definiert.

1.3 Arten von Wachstum und Abfall

Um Wachstum im Unendlichen zu messen, ist die Norm |z| geeignet, da sie die
Dreiecksungleichung erfiillt, wihrend hingegen ihr Quadrat |z|? geeignet ist, da
es (auch in 0) glatt ist. Wir werden daher sowohl Potenzen von (1+|z|), als auch
von (14 |z|?)*/? verwenden. Wie man sich leicht {iberzeugt, wachsen diese Terme



1.3 Arten von Wachstum und Abfall Grundlagen

im Unendlichen mit der gleichen Geschwindigkeit und kénnen daher dquivalent
verwendet werden. In diesem Abschnitt werden wir diese Tatsache formalisieren
und weiters eine Verbindung zur Klasse der schnell fallenden Funktionen S
herstellen. Vorerst aber fithren wir einige Notationen ein, auf die wir in dieser
Arbeit sehr haufig zuriickgreifen werden.

Notation
In dieser Arbeit bezeichnet A(z) die Funktion
Az) = (1+]z[*)?  firz € R™ (1.5)
Ist ¢ eine Funktion, so schreiben wir ¢ bzw. 7,¢ fiir die durch
(@) = p(—a) und 10(2) = oo +y)
definierten Funktionen. Das folgende Lemma besagt, dass wir Potenzen von

A(z) und 1+ |z| dquivalent verwenden kénnen um Verhalten im Unendlichen zu
beschreiben.

Lemma 1.6

Fiir jedes N € Z gilt:
MV (2) < (1+ |z))N.

Beweis

Wir werden zeigen, dass
(L4 [z <14 [a] < V2(1+[2)/?,

woraus die Behauptung folgt, wenn wir die Nte Potenz dieser Ungleichungen
nehmen.
Die erste Abschatzung gilt, da

L+ 2 < 14202+ 2 = (1+[a])”.
Fiir die zweite Ungleichung ziehen wir die Wurzel aus
(L+[2))? < @+ ]z + (1= |2[)* = 22%(2).
q.e.d.

In der Tat sehen wir aus dieser Aussage, dass es immer genau dann ein Cy gibt,
sodass AN () |p(z)| < C, wenn es auch ein C gibt, sodass (1+ |z|)Y [p(x)] <
C. Wir zeigen nun noch, dass diese Aquivalenz auch fiir Terme der Form
|z%p(x)|, mit a € Z7, gilt.

Satz 1.7
Sei p € C*°(R™). Es existiert genau dann zu jedem a € Z'} ein C,, sodass
2% p(z)| < Cp VaeR™, (1.6)

wenn auch zu jedem N € Z, ein Cy existiert, sodass

lo(z)| < Cn (1+ |z))™N VaeR™ (1.7)
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Beweis

Wir betrachten zuerst die Notwendigkeit von (1.6). Fiir v € Z7} gilt
o = [T 2571 = [T1esl® < [Tl = Jaof
J

und wir erhalten daraus, mit N = |«|,
2% p(@)] < [oV < (14 [2))V]e()| < Cn

Um nun zu zeigen, dass (1.6) auch hinreichend ist, weisen wir vorweg darauf
hin, dass es nach Satz 1.6 geniigt

(L+ |2 |e(@)] < Cn

(%) 1P leto)

k

(3) (%) 1w

zu zeigen. Es gilt

(L + |2 |o(@)] =

M= 1=

=~
Il

0

k

n Mk
Nun ist aber x? eine endliche Summe der Form Y ¢; 2%, fiir My € N
=1

j i=1

und a; € Z%, und somit gilt unter Verwendung der Voraussetzung
k

n My, My,
S | le@) = > cila®p@)] <> eiCa, < Cp.
j=1 i=1 i=1

Es folgt, dass

k=0
q.e.d
Lemma 1.8
Die Integrale tiber R™
/(1 + |z))™Ndx  und //\_N(x) dx
sind konvergent, wenn N > n. Speziell gilt die genaue Abschitzung —||A\""||3 =

S+ a2~ < 7.
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Beweis

Nach Lemma 1.6 geniigt es die Aussage fiir A zu zeigen. Fiir z € R® und N > 0,
gilt

(14 |22~ N2 < H1+z —N/(2n)

und die Aussage kommt aus dem eindimensionalen Fall. Es gilt fR(1+x2)_1dx =
7, wodurch alle Behauptungen bewiesen sind.

q.e.d.

Lemma 1.9 (Peetre’s Ungleichung)
Fiir jedes s € R und alle £,n € R™ gilt

A*(€) < 2Bl (¢ — ) A5 (m)

Beweis

Aus der Dreiecksungleichung folgt

L+ gl < @+ 18 =nl+nl) < A +[E—nD)@+ ),

sodass
N(E) < (1+[E)? < A+ 1€ —n)*(1+ ).

Andererseits ist (14 [n])2 < (1+|n))? + (1 —|n])? = 2)%(n) und verwenden wir
die selbe Abschitzung auch fiir (1 + |€ —n])?, so bekommen wir

A2(&) <22 N2 (& =) AP (n).

Fiir s > 0 folgt die Behauptung indem wir diese Ungleichung zur Potenz s/2
nehmen. Fiir s < 0 tauschen wir die Rollen von £ und 7 und bilden dann die
Potenz —s/2. Wir erhalten

A7) 27N (= AT,

was wir zu
M) 27N (€ =) A (n)

umformen.

q.e.d.

Definition 1.10 (S)

Wir definieren die Schwartz Klasse der schnell fallenden Funktionen mittels

S={pcC>®|Va,B €L sup |z*0°p(x)| < o} (1.8)
zEeRn
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Nach dieser Definition ist ein Funktion ¢ also genau dann in S, wenn wir fiir
alle o, 3 € Z'} ein C, g finden koénnen, sodass

|220%p(x)| < Copp VY €R™

Schreiben wir |p]o fiir das Supremum iiber R™ (bzw. der jeweiligen Definitions-
menge von ) einer beschriinkten, stetigen Funktion ¢, dann ist die implizite
Topologie auf § die von den Normen

ol = max o 0" ¢lo (1.9)

induzierte, wobei k € Z . Diese Normen machen S zu einem Fréchet Raum.

Satz 1.11

Es gilt S C j<p<oo LP, wobei fiir jedes ¢ € S und 1 < p < oo gilt |l¢|, <
(27)"|pl2n.-

Beweis

Fiir p = oo gilt ||¢]lec = |¢lo < 00 und fiir 1 < p < oo ist

pn

H(l +a3)7!

0 j=1

@)l < oo [+ 22

n
< (2"pl)” [T +25) 7
j=1

Nach Integration erhalten wir aus Lemma 1.8 |||, < 7/P2"|¢|2,,, woraus ins-
besondere die Behauptung folgt.

q.e.d.

Ist ¢ € S, so erfiillt es insbesondere die Vorraussetzungen von Satz 1.7 (setze
3 = 0 in der Definition von S) und daher fillt ein solches ¢ schneller als jedes
Funktion mit polynomialem Wachstum im Unendlich. Letztere Menge bezeich-
nen wir mit P° (es gilt also ¢ € PO, falls || < CAN).

Definition 1.12
Erfiillt eine Funktion 1 € C*° fiir jedes a € Z%} eine Abschétzung der Art

|0°9(2)| < Cad™ (),

so schreiben wir ¥ € P. Dies ist gleichbedeutend mit 9% € PP fiir alle .
Um asymptotisches Verhalten in Umgebungen anderer Grenzwerte als co zu
untersuchen eignet sich besonders die folgende Notation.

Definition 1.13

Wir schreiben
f(z) = O(g(x)) (fir £ — 20)
um auszudriicken, dass es eine Umgebung U von zg und ein C > 0 gibt, sodass

[f(2)] < Clg(x)] Ve Ul



1.4 Distributionen Grundlagen

1.4 Distributionen

Definition 1.14
Sei X C R”™ offen. Wir definieren die Menge D der Testfunktionen, als

D(X) = C(X)

Definition 1.15

Eine Folge (o), € D konvergiert genau dann in D gegen ¢ € D (ipy, REN ),
wenn

— dK C R"kompakt Vk : suppyr C K

—Vaezn: 9% L ooy,

Definition 1.16

Sei X C R" offen. Wir sagen, dass u : D(X) — C, ¢ — (u,p) eine Disbtri-
bution in X ist und schreiben v € D’'(X), wenn (u,.) eine stetiges, lineares
Funktional ist. Stetigkeit verlangen wir hier in dem Sinn, dass (u, pr) — (u, @),

falls o = .

Wie schon zuvor erwdhnt ist die Menge der Disbtributionen eine Erweite-

rung der Funktionen Tatséchlich erzeugt jede Funktion f eine Distribution, da

f f(z)p(z)dx fir ¢ € C§° ein stetiges und lineares Funktional ist. In

dlesem Sinne sagen wir auch, dass eine Distribution u eine Funktion ist, wenn
es eine Funktion f gibt, sodass fiir alle Testfunktionen ¢ gilt: (u, ) = (f, ©).

Definition 1.17

Eine Folge (¢)r € SN konvergiert genau dann in S gegen ¢ € S (¢4, R ©),
wenn fiir jedes N eN

lop — |y — 0 fiirk — oo (1.10)

Bemerkung

Der Raum S kann mit einer Metrik p ausgestattet werden, sodass oy CR %)
genau dann gilt, wenn p(p, i) — 0. Konkret wird dies von

lo — Ylk
Zk' (1 + e —lk)

erfiillt.

Definition 1.18

Sei X C R" offen. Wir sagen, dass u : S — C, ¢ — (u,p) eine temperier-
te Disbtribution ist und schreiben v € &', wenn (u,.) eine stetiges, lineares
Funktional ist. Stetigkeit verlangen wir hier in dem Sinn, dass (u, i) — (u, ),

10



1.4 Distributionen Grundlagen

falls @y s, ®.

Bevor wir noch eine dritte wichtige Klasse von Distributionen einfiithren
konnen, miissen wir zuerst die Bedeutung einiger Begriffe, die aus der Analyse
von Funktionen bekannt sind, auf den Raum der Disbtributionen ausweiten.
So zum Beispiel die Einschrinkung einer Distribution auf eine Teilmenge ihres
Definitionsbereiches.

Definition 1.19

Sei Y € X C R"™ und u € D'(X). Die Einschréinkung von u auf Y, uly, ist
definiert als

(uly,p) = (u, ), fiir p € C(Y).

Natiirlicherweise werden wir sagen, dass zwei Disbtributionen v und v iden-
tisch sind, wenn ihre Wirkung auf alle Testfunktionen die Gleiche ist, also
(u,) = (v,p) fur alle p im Definitionsbereich von w und v. Dies gilt aber
genau dann, wenn (u — v,p) = 0. Es geniigt daher weitere Aussagen nur fiir
den Fall 4 = 0 zu beweisen. Insbesondere gilt fiir temperierte Disbtributionen,
u e S, dass u = 0, falls (u, p) = 0 fiir alle p € C§°, da die glatten Funktionen
mit kompakten Tréger in S dicht liegen.

Der niichste Satz besagt, dass es geniigt die Einschrinkung einer Distributi-
on auf eine Uberdeckung zu kennen, um sie zu bestimmen. Der Beweis beruht
darauf, dass wir zu jeder Testfunktion ¢ eine Partition von ¢ aus Testfunktio-
nen ¢; bestimmen kénnen, die es uns erlaubt v als Summe der (u,¢;) = 0 zu
rekonstruieren.

Satz 1.20

Ist w € D'(X) und es gibt zu jedem Punkt x € X eine Umgebung Y € U(x),
sodass uly =0, dann ist u = 0.

Damit kénnen wir nun auch den Begriff des Trégers in natiirlicher Weise und
konsistent auf die Klasse der Distributionen erweitern.

Definition 1.21

Ist u € D'(X), so definieren wir den Tréger von u (supp u), als die Menge aller
Punkte in X, die keine offene Umgebung besitzen, in der u gleich 0 ist.

Somit hat auch die Menge der Funktionen mit kompaktem Tréger ihr Ana-
logon unter den Distributionen, wir schreiben dafiir £'(X).

Definition und Satz 1.22

Die Menge aller Disbtributionen in X mit kompaktem Trager, £'(X), ist iden-
tisch mit dem Dual Raum von E(X) 1= C*°(X) mit der durch die Semi-Normen

- Z sup |0%p|, (1.11)
la| <k

11
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definierten Topologie, wobei K iiber alle kompakten Teilmengen von X und k
tber Z4 lduft.

1.5 Fourier Transformation

Definition 1.23 (Fourier Transformation)

Sei u € L'(R"). Die Fourier Transformierte @ von w ist definiert durch
w(§) = /e_i<””’§> u(z) de, £ eR™ (1.12)

Wir schreiben auch Fu(€) oder (u)(§).

Es handelt sich bei 4 um eine beschrénkte, stetige Funktion, da fiir alle £ € R"”
la(&)| < [|u(z)|dz = |jul|; und die Stetigkeit aus dem Satz der dominierten
Konvergenz folgt. Unser Ziel in diesem Kapitel ist es zu zeigen, dass die Defin-
tion der Fourier Transformation auf Disbtributionen der Klasse S’ ausgeweitet
werden kann, sowie einige ihrer grundlegenden Eigenschaften zu etablieren. Wir
beginnen dazu mit einem Beispiel, dass repréisentativen Charakter hat und auch
in spéteren Beweisen Verwendung finden wird.

Beispiel 1.24

Die Fourier Transformierte von ¢(z) = e~ 1o?/2 gt o) = (277)”/2645'2/2.

Beweis

Per Definition ist

B(6) = / i@ lel®/2g,

= [ e - [T ( [ oo ).

J=1

was beweist, dass es geniigt die Aussage fiir den Fall n = 1 zu zeigen. Nehmen
SN2 2
wir also z,£ € R an, so gilt 7% = % —ixé — “32—2 und wir erhalten

oo

~ —¢2 —(z4i€)?
o= [ etrern

— 00

Dabei handelt es sich um ein Integral der analytischen Funktion f(z) = e #/2 z e
C, entlang einer zur xz-Achse parallelen Geraden in der komplexen Ebene. Um
dessen Wert zu berechnen zeigen wir zuerst, dass wir das Integral in der kom-
plexen Ebene auf eine parallele Gerade verschieben kénnen, sprich

/e*@”f)”?: /e*‘*/?. (1.13)

12



1.5 Fourier Transformation Grundlagen

Dazu verwenden wir den Cauchy Integralsatz, der besagt, dass der Wert dieses
Integrals iiber jede geschlossene Kurve gleich Null ist. Wenden wir dies fiir den
Weg aus Abbildung 1.1 an

A
A

Y
Y

-A 0 A

Abbildung 1.1:  Geschlossener Weg zwischen x und x + i€

so bekommen wir

A 2 6 . 2 A SN2 € . 2
0= / T2 4 / A+ /2y, / o @i /2 4 / e—(= A+ /2,
—_A 0 —A 0

und da sup |e( =A%)/ 2e=iAn| = ((€*=A%)/2 gy}t
n€l0,€]

A , A 2
[ e [t
—A —A
3 Atin)2 /2 ¢ A+in)2/2 2_A%)/2
= | [ ey g [ AT g < gl oA,
0 0

woraus die Aussage von (1.13) folgt, wenn wir A gegen oo gehen lassen. Es
bleibt nur noch die Identitét [ e="/2dy = /21 zu zeigen, was wir durch
einen Ubergang zu Polarkoordinaten erreichen:

00 2

/e_mz/de z/ e_(m2+y2)/2dxdy
R2

27 oo
z/ d@/ e~ 2 dr = 2m.
0 0

q.e.d.

Satz 1.25
Fiir alle ¢ € S und u € L' gilt
(i) ¢ €8 mit [Plr < (8m)"(k + 1) [@lon+k-

(i) Va€Z?: Dop() = £2¢(€) und 29p(€) = (—~D)*$(&).
(iii) (Inverse) Es gilt ¢ = (27)"@ und somit ist
pla) = (2m) " [ 9 oe)d = (2m) "G (1.14)

die inverse Transformation zu". Wir schreiben auch F~1¢(x) oder (¢) (z).
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1.5 Fourier Transformation Grundlagen

Beweis

Da der Integrand e~ %% o(z) in S ist, kénnen wir unter dem Integral differen-
zieren, sowie partiell integrieren und diese Operationen liefern uns fiir o € Z7}

& = [ De(e ) p(a) do= [0 (<)* pla) do = (Z2)7(0
Do) = [ €9 Depla) do = [ pla) (-Da)7(e ) do = €7p(6)

was die Formeln in (ii) beweist. Dariiber hinaus folgt aus diesen Formeln, dass
Do) = [ D2 ((-2) p(w) da

die Fourier Transformation einer Funktion in S ist. Nach Satz 1.11 ist ¢ € L!
und daher ¢ beschrinkt und stetig, mit |@]o < [l¢ll1 < (27)"|p|2, und dann ist

[€2D2%lo = 10225 plo < (271)" 2% 02l

Um die Abschitzung aus der Behauptung zu erhalten, verwenden wir

9 (z%) = =] i!’y)!xo‘_v und Z ( ) T < 2181 (a)

und schreiben

10° (x*p)]o < < 2P|l ot s1-

0

(o

Y<B

Aus dieser Abschéitzung folgt |z%¢|), < 2%(a!)|¢]k /|, Was uns - auf obige Un-
gleichung angewandt - liefert

|£“D </7|0 (8m)m 2l (31|27 Plontjats|

und daraus folgt die Behauptung (i), da max|,1g/< 2‘a|(|ﬁ|') (k+ 1)

Der Beweis von ¢ = (27)"@, woraus mit der Definition ¢ = (27)~"¢ sofort
folgt, dass ¢ = ¢ und somit ~die Inverse Transformation zu " ist, gestaltet sich
schwierig, da e"®T¥:€ p(y) als Funktion von y und & nicht in L'(R?") ist. Um
absolute Konvergenz zu bekommen fiigen wir einen Faktor ¥(§) = e~ 1€1°/2 ein
und erhalten nach dem Satz der dominierten Konvergenz

/64@,%@ dg = lim [ e ") 9 (e€) de.

Substituieren wir zuerst y = ez — x und danach £ = (/¢, so erhalten wir nach
dem Satz von Fubini

/ e (e€) dé — // i) o 1) h(e€) dy dE

_ // 20 e — o) plek) M de
N // e (ez — 2) () dz dC.
- [ ot~ 2yitzy a:

14



1.5 Fourier Transformation Grundlagen

Lassen wir nun, unter Verwendung des Satzes der dominieren Konvergenz, im
Integranden e gegen Null gehen, folgt aus der Aussage und den Berechnungen
im Beweis von Beispiel 1.24

/ —i{x,£) (5) d¢ = (271_)n/290(_x)/e—|z|2/2 dz = (271-)”95(%')

q.e.d.

Bevor wir einige nun einige Operationen auf dem Raum der temperierten Dis-
tributionen einfiithren, wollen wir uns die auftretenden Formeln zuerst fiir den
Fall einer Funktion u ansehen.

Ist u € L' und p € S, dann ist u(x)p(€) € L' (R?*") und wir erhalten

(@) = [u(-a) @) dz = [ ule) o(-2) dz = (u. )

<a,w>=/(/ i) gy )dw) B(6) de
(i) = m) [ ([ ) de) o) da

— 2m) / u(€) / e—i@8) (z) da dE = (2m)"{u, &) = (i, @),
Du, ) /Da dx—/ (2) Dog(a) dz = (u, D),

<w>:/ () <>dxf/u<x>¢<x>dx:<u,¢>,
(ryts ) = / (@ +9) plz) dz = / u(2) oz — y) dz = (1, 7y ),

Wir werden diese Operationen nun in Anbetracht dieser Ergebnisse konsistent
auf die Klasse der Distributionen erweitern. Fiir einen Beweis dieser Aussagen
verweisen wir auf [StRaym, Theorem 1.9].

Definition und Satz 1.26

Seiu € 8'. Fiir p € S definieren die Formeln

<ﬂa 90> = < 95> <ﬁ’30> = <ﬁa¢>a

(@, ) := (u,¢), (D%u, ) := (u, D*¢),

< §0> <U7 <)5>7 <Tyu7 90> = <ua 7—y90>
Distributionen u, 4, und Tyu € S'. Auferdem gilt fir u,v € L?

(i) 4 € L?

(i) (G,0) = (2m)™ (u,v) (Parsevals Formel).

15



1.5 Fourier Transformation Grundlagen

Bemerkung

Speziell folgt aus Parsevals Formel, dass

lalla = (@, @) = 2m)™? ((u,u))? = 20)"? ulls.  (1.15)

Satz 1.27

Seiue S aecZl undy,neR", dann

Dgu = £%a, xou = (—D¢)*4,
. - ~ = ~
TyU = 67’<y’§>u, eil@mq = T_pll, U=U=1Uu

Beweis

Mit den Identitéten aus Definition 1.26 und aus Satz 1.25(ii) gilt

Verwenden wir auflerdem

o —

r9@) = [ eI p(€)de = ()

und
iem (o) = [ ()it = Trp(o)
so erhalten wir weiter
(Tytt, @) = (Tyu, @) = (u, T_y @) = (u, et @) = (@, e~ W ) = (', ),

-

<ei<z,n>u’ ()0> <67i<z,n>a7 95) = <1~1,, ei(w,n>¢> - <ﬂ77{77¢> - <ﬂ,7}750> = <7'_771A1,7 (»0)

Die letzte Gleichheit bekommen wir, da é = [e @9 G(z)dz = ¢(z), denn
dadurch ist

q.e.d.

Satz 1.28

Ist u eine Disbtribution deren Fourier Transformierte t eine Funktion ist, die
fiir jedes N € Z
a(€)l < Cn (1+ 1)~

erfillt, so ist u € C'°.

16



1.5 Fourier Transformation Grundlagen

Beweis

Per Definition sagen wir, dass eine Distribution u in C*° ist, falls es ein ¢ € C'*
gibt, sodass (u,¢) = (¢, ) (vgl. Abschnitt 1.4). Definieren wir nun ¢(z) =
(@)(x) = (2m)™™ [ ™8 a(€) d€, so ist, unter Verwendung von Satz 1.7,

1026(x)] = |(2m)" / 9 (i6) () de| < / ca(e)) de
< / (1+ €)1 a(€)| dE < Cn,

da wir in der Bedingung an 4 ein N > |a| + n wihlen kénnen, um dann aus
Satz 1.8 die Abschitzung zu erhalten. Allgemein gilt, dass eine Funktion mit
beschriankter Ableitung stetig ist und daher haben wir gezeigt, dass ¢ € C*

und (u, p) = (¢, ).

q.e.d.

Satz 1.29 (Paley-Wiener-Schwartz)

Sei U(E) eine auf R™ definierte Funktion, B = {x € R™ : || < R}. Dann gibt
es genau dann ein u € C§°(Bgr) sodass U(§) = 4(§), wenn U zu einer ganzen
Funktion auf C" erweitert werden kann und es zu jedem N € N ein Cy gibt,
sodass

U <Cn 1+ ¢ Neltlme veecm (1.16)

Beweis

Sei zuerst u € C§°(Bg) so, dass U(€) = 4(¢) = [ e *®&) y(z) dz, dann kénnen
wir die rechte Seite als Funktion von ¢ € C™ interpretieren und erhalten eine
Erweiterung von U auf C™ zu einer ganzen Funktion, da die Cauchy-Riemann
Gleichungen fiir

(Re U)(¢) = /cos((x,Re ¢)) el O (g da
(Im T)(C)

—/sin((m,Re ¢)) eI Oy (z) da

erfiillt sind. Davon iiberzeugt man sich leicht, da

M = — [ sin({z.Re cxg e el Im O g :UZM
O(Re (); © / ({@.Re ©)) - 2; (z) d I(Im (), ©
OReU [ R ) e IO () gy O U
im0 (€)= [ eostio e ¢ (@) do = — 57 5-(C).

Iteration dieses Arguments liefert das gewiinschte Ergebnis.

Weiters gilt nun fiir die erweiterte Funktion

Q)1 < [l fute)] do = [ e (e da

17



1.5 Fourier Transformation Grundlagen

< [ el ufa)| do < el el ul,.
Somit gilt auch fiir jedes «
™ a(¢)| = |Du(¢)] < Rt <L Dy,

woraus (1.16) folgt.

Fiir die Umkehrung sei U eine ganze Funktion, die (1.16) fiir jedes N erfiillt.
Die Einschrankung von U auf R" ist dann die Fourier Transformierte der C'*®
Funktion

u(w) = (27)" / =0 U (g) de.

Es bleibt also zu zeigen, dass suppu C Bpr. Dafiir halten wir zunéchst fest, dass
fiir jede Wahl von n € R™

u(z) = (27)" / ) (e 4 i) de, (1.17)

da uns der Cauchy Integralsatz erlaubt, die Integration in Richtung 7 auf eine
parallele komplexe Ebene zu verschieben. (vgl. den Beweis von Beispiel 1.24 und
Abbildung 1.1 ). Schétzen wir nun in (1.17) U unter Anwendung der Vorraus-
setzung (1.16) mit N = n + 1 ab, so folgt

lu(z)| < Chi1 /e*@”"7> (14 |¢))~m1 eRlnl ge

= e Inl—=(z.m) Chri1 /(1 + 1)t de.

Ist nun |z| > R, so setzen wir n = tz (¢ > 0) und erhalten R|n| — (x,n) =
t|z] (R — |z]) < 0, wodurch

lu(z)] < C - etlel (Bolel) 1222, g

Definition 1.30
u € D'(R™) heifit homogen vom Grad a, falls
u(tx) =t*u(z) VteR,zeR"

Satz 1.31

Ist u € D'(R™) homogen vom Grad a, so ist 4 homogen vom Grad —a — n.

Beweis

Mit der Variablentransformation z = tz,dz = t" dzx gilt

a(t€) = /67“”£> u(x) do = /e*““> u(Z) gz

totn
- / it Loy 92 mamn e,

e Ak
q.e.d.
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1.6 Sobolev Rédume Grundlagen

1.6 Sobolev Riaume
Definition 1.32 (H*-Réume)

Sei s € R, dann schreiben wir
HR") ={ueS : Nae L*. (1.18)
In H? definieren wir die Norm

Jul2, = (2m) / (1+ € [a€)? de, (1.19)

oder kiirzer ||uf|(s) = (2)~™/2 ||A\*@]|> in unserer bisherigen Notation, wobei der
Faktor (2m)~™ in (1.19) eingefiigt wird um folgende Gleichheit zu erlangen:

lullfey = @m)~"[lall3 = [lull3

unter Verwendung der Parseval’schen Formel (Satz 1.26(iii)). Wir werden daher
ab sofort diese beiden Notationen der L2-Norm parallel und dquivalent verwen-
den.

Da \* < M, falls s < ¢, gilt dann auch |Jul|(s) < [Jul|) und daher H* C H*.

Schreiben wir in Anbetracht dessen H~*° = |J H® und H>® = (| H?®, so ist
s€R seR

SCH ®CcH®cS.

Ist s € Z 4, so ist auch eine fdquivalente Beschreibung von H® ohne Verwendung
der Fourier Transformation ist moglich.

Satz 1.33

Fiir jedes fize s € Zy U {0} gilt w € H® genau dann, wenn fir alle |a| < s gilt
Doy € L2,

Beweis

X2 (6) = (1+ [¢?)° Z()m Z(Z)(fjﬁ-)’f

X)X G- X () e

Setzen wir nun ¢, = (\ZI) ‘Z—!!, so folgt

Jul, = (2m)~ / 25 (O de

- “eo [l 0O de = e [ IDTUOP de

|a\<s \a|<s

= > callDull3,

lof<s

also ist [Jul|(s) < 0o genau dann, wenn fiir alle |o| < s gilt, dass || D%u|l2 < oo.
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1.6 Sobolev Rédume Grundlagen

q.e.d.

Lemma 1.34

Fiir alle s € R gilt, dass u genau dann in H5T! ist, wenn u, Diu,...,Dyu € H®
sind, mit der Gleichheit

lallforny = lullsy + D IDjul,)-
i

Beweis
Da A2(¢) =1+ > &7, gilt fiir jede Funktion @
AR = XA = Al YD INgGal = Va4 Y A Deul,
J J
woraus die Gleichheit der Normen und weiters die behauptete Aquivalenz folgt.

q.e.d.

Bemerkung

Insbesondere folgt daraus, dass fiir alle @] = 1 gilt D : u +— D% ist eine
Abbildung von H**! nach H* und

||DauH%s) S Z ||Dau||?s) = Hu||%s+1)7
la|<1

wodurch D® ein linearer und beschriankter, also auch ein stetiger, Operator ist.
Dieses Argument lisst sich induktiv weiterfithren und damit ist fiir alle |a] < m
bewiesen, dass D : H® — H*~ 12l gilt.

Lemma 1.35
Ist s > (n/2)+k undu € H®, so gilt fiir alle || < k, dass D®u eine beschrdinkte,
stetige Funktion ist. Konkret gilt |ulo < 2772 |Ju|| () fiir u e H™.

Beweis

Wir werden die Behauptung durch Induktion zeigen. Ist £k = 0 und s > n/2, so
ist A\7° € L? (vgl. Lemma 1.8), sodass mit u € H*® folgt @ = (A~%)(\*a) € L*
als Produnkt von zwei Funktionen in L? und daher ist v € C° N L*. Die
Abschétzung fiir den Fall s = n folgt aus der Cauchy-Schwarz Ungleichung,

lulo < (2m) 7" |afl < (2m) "IN |2(2m) 2 Al o) < (27) 2 lull

da |[A7"||2 < 7™/2, wie wir in Lemma 1.8 gezeigt haben.
Der Induktionsschritt folgt unmittelbar aus Lemma 1.34.
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1.6 Sobolev Rédume Grundlagen

Proposition 1.36

Seiu e H® und ¢ € S, dann ist [(u, p)| < ||ull(s) @ll(=s). Erfiillt andererseits
u € S die Ungleichung |(u, p)| < C |¢l|(—s) fiir ein C und alle p € S, dann ist
u € H® mit ||lull < C.

Beweis

Die erste Behauptung ist eine Folge von Parseval’s Formel und der Cauchy-
Schwarz Ungleichung. Es gilt

[(u, ) < 2m) " [{@, @) = 2m) 7" [N @, A7°@)] = [ulls) @l (—s)-
Gilt andererseits [(u, )| < C ||¢l|(—s) fiir alle p € S, dann ist
[(A%0, @) = (@, M) = [(@, A*p)]|
< C [Ipli—s) = C (2m) 72 [IN"* A0l o)
=C2m)" ¢l

Daher ist (\°4, .) ein stetiges, lineares Funktional und erfiillt somit die Voraus-
setzungen des Riesz’schen Darstellungssatzes. Die Eindeutigkeit ist weiterhin
gegeben, da ein Funktional, das auf S identisch verschwindet, fast tiberall gleich
0 ist. Wir erhalten, dass A*@ € L? mit || A\*a|lo < C (27)™/2 und das heiBt u € H*
mit HUH(S) <C.

q.e.d.

Lemma 1.37

Fiir jedes u € S' existiert ein N € Z., sodass Yu € H™N, falls ¢ € S oder
b(z) = AN (z).

Beweis

Da jede temperierte Disbtribution ein stetiges, lineares Funktional ist, gilt fiir
geeignetes C' > 0, k € Nund alle p € S, dass [(u, ¢)| < C|p|x. Wir kénnen dann
schreiben

(W, p)| = |(u, Pp)| < Clibpli < C 2%y max 107l

unter Verwendung der Leibnizschen Formel. Nun ist [1[; endlich fiir alle 1) € S
und genauso falls ¢(z) = (1 + |z|?)™" mit N > k/2.
Lemma 1.38
Es gilt
@) = (20) (% 0)©) = (2m) " [al€-milmdn  (120)

fiir alle u,v € L?, sowie fir alle w € H® und v € H~°.
Auflerdem gilt Leibniz’ Formel

D(uv) = Y (g) (DPu) (D Pu)

BLa
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1.6 Sobolev Rédume Grundlagen

fiir alle u,v € H!!

Beweis

Da u,v € L? = wv € L' (vgl. Satz 1.2), erhalten wir
@(O) = [ 9 ula) v(e) do = (ue,0)

wobei ug(z) = e~ y(x). Unter Verwendung von Parsevals Formel (vgl. Satz
1.26) und den Formeln aus Satz 1.27 erhalten wir

() = (2m) " (@, 0) = (2) " (e d) = ()" [l —mitn)dn (121

wie behauptet. Ist u € H®,v € H=*° und ¢ € S, so ist ¥ := ¢ € S C L? und
wir kénnen (1.21) auf @y anwenden um folgende Identitéit zu erhalten,

(@, ¢) = (uaw,) = (2m)"(uv, ) = (2m)" (v, @) = (2r)" (6, up)
= Cn [ ot it —n) d(©) dean

-/ ((2@‘" [ate=m o) dn) 5(6) de,

was uns wieder die gleiche Formel fiir uwv(§) liefert. Um Leibniz’ Formel zu
beweisen, werden wir verwenden, dass

e =(e-mam = ()€’
)

fiir jedes n € R™ und zeigen damit, dass

De(w) () = &a(e) =@ / € (¢ — n) o(n) di
= e X (g) (€= n)? (¢ —n) n°=P o) di
BLla
- *Y @2m) [ DEu (e —n) - DI P () dn
> (5)enf
(1.21) a 8., DA—By)
2 %(ﬁ)wz DIPuy(€)

= 3 <g) DPu DBy | (€).

BLa

Wenden wir nun auf den Anfang und das Ende dieser Gleichungskette die inverse
Fouriertransformation an, so erhalten wir die behauptete Identitét.

q.e.d.
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1.6 Sobolev Rédume Grundlagen

Korollar 1.39

Unter den Vorraussetzungen von Satz 1.38, gilt auch

aF(E) = () - 9(6). (1.22)

Beweis

Wir wenden (1.20) auf 4 und ¢ and und verwenden die Formeln @ = (2m)"q
und @ = (27) "4 (vgl. Satz 1.25) um

o~

uxv = (2) W0 = (27)*" 00 = b
zu erhalten.

q.e.d.

Satz 1.40
Sei p € H*® und s € R. Dann gilt w e H® = pu € H® und
lpull sy < 252 10l s my Nulls)-

Ist auferdem a(x, D) = 3|, <., @a(x) D eine linearer, partieller Differential-
operator der Ordnung m mit Koeffizienten a, € H™, dann ist a(x,D) eine
stetige Abbildung von H® nach H®™™ fiir jedes s € R.

Beweis

Aus Lemma 1.9 erhalten wir, dass A2(&) < 4151 \2I51(€ —n) \2%(n)). Damit kénnen
wir - unter Anwendung der Cauchy-Schwarz Ungleichung im Integral von Lem-
ma 1.38 - schreiben

NEOFELE = |@2n) " / X*(€) G — ) aln) dnP
(2m) AP (E — ) B — ) L AR (e — ) A (©)a() )2
Iy [ X272 = ) X25(6) o) iy

IA

IN

g [ 451 X720 = ) 350 [l

Integrieren wir nun auf beiden Seiten nach ¢ und verwenden [ A7 (€ —n)dE <
7™ (vgl. Lemma 1.8), so folgt

loul?, = @m) / NGEGIR
19121y (27) / 921 / A2 (¢ — ) dE N*(n) [an)? d

111G s 1m 2711 Mlull 02,

IN

IN
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1.7 Matrixoperatoren Grundlagen

woraus der erste Teil der Behauptung folgt.

Aus Lemma 1.34 erhalten wir, dass D® fiir alle o € Z7},s € R eine stetige
Abbildung von H*® nach H*~1¢l ist. Da a, € H*> folgt aus dem ersten Teil des
Lemmas, dass V|a| <m: aqs(x)D%u € H*~™. Somit gilt dies klarerweise auch
fiir die Summe all dieser Terme.

q.e.d.

1.7 Matrixoperatoren

In diesem Abschnitt behandeln wir lineare Operatoren A : £*(C) — ¢1(C). Jeder
solche Operator A hat eine eindeutige Matrixdarstellung (a;;); jen, wobei gilt
aij € Cund A(z) = (3_; aijx;);- Wir unterscheiden daher ab sofort nicht mehr
zwischen dem Operator A und der entsprechenden Matrix (a;j); jen, also ist
Alx) = A - x.

Operatoren dieser Art werden wir im letzten Kapitel dieser Arbeit, nach der
Diskretisierung Curvelet Transformation, begegnen. Die Auswahl der angefiihr-
ten Sitze und die verwendete Notation richtet sich speziell nach den Anforde-
rungen in Abschnitt 5.5.

Definition 1.41

Fiir 0 < p <1 definieren wir die p-Quasinorm von A als die maximale ¢ Norm
aller Zeilen und Spalten von A:

1/p 1/p
[Allp := max | sup (Z |aij\p) , Sup (Z |aij|p) . (1.23)
i 7 Jj f

In Verbindung mit Matrixoperatoren bezeichnen wir auerdem mit ||.[[(g),1 <
q < 00, die allgemein verwendeten Matrixnormen, also
| Az|
| Al (q) := sup 1 (1.24)
a0 [|12lq

Proposition 1.42
Sind A und B Matrizoperatoren, so gilt fiir alle 0 < p <1 die p-Dreiecksungleichung

A+ Bl < [|A[5 + [ B, (1.25)
sowie
|ABll, < [[Allp [1Bllp (1.26)
und fiir alle 1 < g < oo
HAH(q) < ||A||P' (1-27)
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1.7 Matrixoperatoren Grundlagen

Beweis

Da die Funktionen ¢(r) = 7P fiir 0 < p < 1 auf der positiven reellen Achse
subadditiv sind, ist

lz+yl5 <> (gl + s )? < Dl + lyil? < ellp + Nlyllp.
j j

Dabher ist auch ||(Clij)j + (b”)]Hg < ||(a13)]||§+ ||(b”)j||g und die entsprechende
Aussage gilt fiir die Spaltensummen, woraus die p-Dreiecksungleichung folgt.

Ist A = (aij)i,; und B = (b;5); 5, so ist AB gegeben durch AB = (3, aixbr;)i,;
und wir haben

1/p 1/p
|A Bl = max | sup (Z \ Z aikbkj\P) ,sup (Z | Zaikbkﬂp)
! ik J ik
Weiters gilt
SO S aiwbi” <D0 lal” brg P <Y lainl? Y Joig P
7 k 7 k k J
= airl” [|(bey);1I5 < sup I (0k;3); 115 11 (@iz) 5115 -
k
und daraus folgt
» 1/p

sup (21D ausbisl?) < sup fas)ilp sup (1)l

1 J k K3
Ebenso erhalten wir

» 1/p
sup (D212 aabil?) < sup f[ase)illy sup [0l
J i k J
Daher ist
|AB|, < max (SQP (@)l sup 1[(0kg) ;1 sup [(air)illp sup |(b¢j)ip>
7 J
< e (s o)y 51 oy ) < (s 1551 s 101, )
T J

= [[Allp 1Bl

was die Aussage von (1.26) ist.
Nach dem Interpolationssatz von Riesz-Thorin wissen wir, dass [ A4 <
max( || All(1), [|All(s0)), wobei 1 < ¢ < oo. Weiters gilt

[Azlls <30 aigllag] <l Y lagl < sup Y lail Y lay
i J i T J
<sup > aij] |21,
I
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1.7 Matrixoperatoren Grundlagen

sowie

|Az]|oo < sup > laijl|z;] < sup > Jaiz|(sup a;]) < sup Y lai;] |2/ oo,
i@ g j i@

woraus folgt

|Allg) < masx (sup Y Jag |, sup Y lays])-
J i g j

Es bleibt also zu zeigen, dass [[(a;;)ill1 < [[(ai;)illp und [[(aiz);lln < [[(@ij);llp-
Sei x € £, so ist fiir alle j der Quotient y; := |x;|/ ||z1 kleiner gleich 1 und
somit gilt yf > y; fiir jedes p < 1. Wir kénnen dann schreiben

1/p
=Y w << (X))
J J J
und einsetzen der Definition von y; liefert, die gewiinschte Beziehung

1/p
ol < (D lat?) ™ = lally.
J

q.e.d.

Definition und Satz1.43

Die Matrixdarstellung des adjungierten Operators zu A ist gegeben durch dessen
hermitesch Transponierte,
A = (@5)i jen-

Jene Operatoren A, fiir die A¥ = A gilt, bezeichnen wir als hermitesch.

Definition 1.44

Sei A ein Matrixoperator. Wir schreiben R(A) fiir die Range (den Bildbereich)
von A. Formal ist diese gegeben durch

R(A):={a RN : 3R a = A43}. (1.28)

Definition und Satz 1.45

Sei A : ¢! — ¢! ein Matrixoperator, sodass
A% = A,
dann ist A eine Projektion und es gilt
a € R(A) < a= Aa.

AuBerdem gilt [|Al|2) > 1 fiir jede Projektion A # 0.
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1.8 Sparsity Grundlagen

Beweis

Ist o = Aq, so gilt offensichtlich o € R(A), da die definierende Bedingung fiir
0 = « erfiillt ist.
Ist umgekehrt @ € R(A), dann wihlen wir 5 sodass « = A8 und erhalten

Aa =A% =AB=q.

Fiir die Aussage iiber die Norm einer Projektion, betrachten wir o € R(A)\0 # ()
und mit
lells = [[Aalls < [|All@) fledl,

erhalten wir ||Af ) > 1.

Definition und Satz 1.46

Ist A ein Matrixoperator, so heifit der Operator
(oo}
> A"
m=0

die Neumann Reihe von A. Konvergiert diese Reihe in einer der Normen ||. ||,
so ist der Operator Id — A invertierbar und es gilt

oo

(Id—A)7' =) A™

m=0

Insbesondere ist diese Voraussetzung erfiillt, falls [|A[[y < 1.

Beweis

Ist die Konvergenz sichergestellt, so folgt (Id — A)>>  A™ = > A" —
> ms1 A7 = Id. Fiir den Fall [|A]|(4) < 1 erhalten wir die Konvergenz aus dem
Banachschen Fixpunktsatz.

q.e.d.

1.8 Sparsity

Grob gesprochen sagen wir, dass eine Matrix beziehungsweise ein Vektor sparse
(zu Deutsch ”diinnbesetzt”) sind, wenn deren Eintrdge vorwiegend aus Nul-
len bestehen. Besonders in der Numerischen Mathematik treten solche Objekte
haufig auf, etwa als Folge von Diskretisierungen. Da der Begriff allerdings nicht
immer quantitativ verwendet wird (was genau heifft ”vorwiegend aus Nullen”),
gestaltet sich eine exakte Charakterisierung schwierig. Eine regelméflige Form
von Diinnbesetztheit liegt im Falle von Bandmatrizen vor:
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1.8 Sparsity Grundlagen

Definition 1.47

Ein Matrixoperator A hat endliche Bandbreite, falls £ € N existiert, sodass
a;; = 0 immer wenn |i — j| > k und ein solches A heifit Bandmatriz.

In der Praxis treten aber noch andere Arten von unregelméfiiger Diinnbe-
setztheit auf, die mit dieser Definition nicht (gut) charakterisierbar sind: Erstens
jene Matrizen, bei denen die Eintrédge ungleich Null nicht nur in der N&he der
Diagonale auftreten. Sind dies nur Wenige - also insbesondere endlich viele - hat
die Matrix zwar auch endliche Bandbreite, diese ist unter Umsténden aber nicht
mehr sehr aussagekriftig. Und zweitens Matrizen, die zwar voll besetzt sind, wo
aber die Eintréige von der Hauptdiagonale weg stark abfallen (das heifit die Ein-
triage fallen als Funktion von |i — j|). Die folgende Definition ldsst auch diese
Arten von Diinnbesetztheit zu.

Definition 1.48
Ein Matrixoperator A heifit sparse, falls ||A||, < oo fur alle 0 < p < 1.

Dass diese Definition tatséchlich die gewiinschte Charakterisierung liefert, mo-
tiviert der folgende Satz.

Satz 1.49
Ist fiir einen Vektor x € RY, die Menge
P,:={jeN: |z;| >0} (1.29)

endlich, so gilt ||z||, < oo fir alle 0 < p < 1. Hat P, mehr als ein Element, so
gilt lim,_,o ||z||, = 0.
Beweis
Definieren wir M := max,ep, |z;| und K := |P,| < 0o, so gilt

lzllf < D7 lal? < K MP < oo,
woraus folgt, dass die alle p-Normen endlich sind. Umgekehrt gilt jedoch, falls
K > 1, mit m := minjep, |zj|,

|z, > KYPm — oo fiir p — 0.

q.e.d.

Bemerkung

Die Umkehrung dieser Aussage ist nicht richtig. Fiir den Vektor x = (e=7) ; gilt
zum Beispiel fiir jedes p > 0
o0

laly =3 () = 5 <o,

j=1

obwohl der Vektor voll besetzt ist.
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Kapitel 2

Pseudo-
Differentialoperatoren

Die Theorie der ¥DO ist eine Verallgemeinerung des Konzeptes der Differen-
tialoperatoren. Das Ziel besteht darin, Inverse zu diesen Operatoren zu finden
(zumindest approximativ) und somit allgemeinere Differentialgleichungen 1ésen
zu koénnen. Speziell gelingt dies fiir den Fall von elliptischen Operatoren, wie
wir im letzten Abschnitt des Kapitels sehen werden. Eine zentrale Rolle in der
Entwicklung dieses Konzepts spielt die Idee, Aussagen iiber Operatoren auf al-
gebraische Berechnung auf deren Symbolen zuriickzufiihren.

Zuvor beschiftigen wir uns mit oszillatorischen Integralen, die die Grund-
lage der Berechnungen bilden, beweisen dann den Satz iiber die asymptotische
Entwicklung und fithren die Operationen der Konjunktion und der Kompositi-
on von Symbolen ein. Nach diesen Vorbereitungen konnen wir die Wirkung der
UDO konsistent auf die Klasse der Distributionen erweitern. Am Ende dieses
Kapitels behandeln wir dann den Spezialfall von elliptischen ¥DO und werden
sehen, dass diese eine sogenannte Parametrix (approximative Inverse) besitzen.

Dieses Kapitel ist eine Verbindung der Kapitel 2 und 3 in [StRaym].

2.1 Die Symbolklassen S™

Wir werden diesen Abschnitt mit einem ersten Beispiel eines Pseudo-Differentialoperators
beginnen und sofort die Verbindung zu den im ersten Kapitel besprochenen So-
bolevraumen H* herstellen.

Definition 2.1
Wir definieren den Operator A°(D) : &’ — &’ durch

A (D)u(x) = (Aa) (z). (2.1)
Unter Verwendung von (1.15), haben wir dann

lulls) = 2m) "2 1INl o) = (27) "% | A*(D)ull o) = IA*(D)ull (o),
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2.1 Die Symbolklassen S™ Pseudo-Differentialoperatoren

(Diese Gleichheit gilt auch falls u ¢ H?, beide Seiten haben dann den Wert
Unendlich). Aus der Definition folgt sofort, dass A*(D)A(D)u = (A*A'u) ™ =
ATt (D)u und auch von den folgenden Eigenschaften iiberzeugt man sich leicht.

Proposition 2.2
Fiir jedes s e R,p € S und u € 8 ist

N(D)p(o) = (2m) " [ 9N p(6) de
und
A (D)u, ) = (u, A*(D)gp).
Auperdem gilt fir alle t € R, dass |ul|(s) = [|N(D)ull(s—s), also: u € H® genau
dann, wenn \'(D)u € H™¢,
Beweis

Ist ¢ € S, so konnen wir die inverse Fourier Transformation explizit hinschreiben
(1.14) und erhalten daraus die Formel fiir A*(D)¢p, da auch A\*¢ € S.
Die Formel fiir A*(D)u hingegen kommt von

N (D)u,p) = (2m) (A (D)u, @) = (21) (N, @)
= (27) M@, X°9) = (u, A (D)g).

Abschlieflend folgt die Gleichheit der Normen aus
lullsy = 2m) 72NNl ) = [(A'8) Nls—t) = IN(D)ull s
q.e.d.

Das gleiche Prinzip werden wir nun auch verwenden um zur allgemeinen De-
finition von Pseudo-Differentialoperatoren zu kommen. Wie wir schon zuvor
gesehen haben, ergibt sich als Figenschaft der Fourier Transformation fiir p € S

Dag(€) = €7p() (2.2)

und damit ist, unter Verwendung der inversen Fourier-Transformation

D(z) = (2m)~" / ¢ @9 £ 5 (¢) de.

Ausgehend davon werden wir den Differentialoperator a(x, D) mittels

a(z, D)p(x) = (2m)" / ¢ @9 a(a, €) B(€) de, (2.3)

definieren, wobei die Funktion a(z, £) als Symbol des Operators a(z, D) bezeich-
net wird.

Im einfachsten Fall handelt es sich bei diesen Operatoren um lineare partielle
Differentialoperatoren, a(z, D) = >, <,, @a(®)D*. Aus (2.2) ergibt sich dann,
dass deren Symbol ein Polynom ist: a(z,§) = >, <, da(2)€”. Verwendet man

nun die selbe Definition fiir allgemeinere Klassen von Symbolen, S™, so erhlt
man Pseudodifferential-Operatoren.

30



2.2 Oszillatorische Integrale Pseudo-Differentialoperatoren

Definition 2.3 (S™)

SeimeR,a € C®R" xR C). a€S" <=

Vo,B €2} 3Cas: NI7™(€) |DEDla(z,€)| < Cap Y, EER™.

a € S™ heiit Symbol der Ordnung m. Natiirlich gilt I < m = S’ c S™ und
daher schreiben wir S = (J,, 8" und S~ = (1, S™. AuBlerdem erlaubt
uns diese Inklusion approximative Berechnungen in S™ modulo S, falls [ < m.
Insbesondere wird uns das zu einer asymptotischen Entwicklung modulo S~

fithren. Zunéchst betrachten wir an dieser Stelle einige Beispiele von Funktionen
in S™.

= a(z,§) = 2|0 j<m a(2)E”, mit Koeffizienten aq € H* ist aus S™.

— Sind die Koeffizienten a, € C°, so kénnen wir diese - etwa um lokale
Aussagen zu treffen - mit ¢ € C§° multiplizieren. Damit gilt an¢ (z) €
C§° C H* und wir befinden uns in einer analogen Situation zum ersten
Beispiel.

— Offensichtlich gilt A™ € S™.
- CPR" xR™) C S
Die Klasse S™ kann durch folgende Aquivalenz charakterisiert werden:
a€S™ & N mae S,

Da fiir a € S™, b € S gilt ab € S™ 1!, folgt insbesondere, dass S unter Multi-
plikation abgeschlossen ist.

2.2 Oszillatorische Integrale

Um die Symbole der Klassen S™ zu adjungieren und miteinander zu verkniipf-
ten werden wir Integrale von Funktionen definieren, die sich als Produkt eines
oszillierenden Terms und einer Amplitude mit kontrolliertem Wachstum im Un-
endlichen zusammen setzen. Genauer gesagt, soll der oszillierende Term eine
trigonometrische Funktion einer quadratischen Form sein, wihrend die Ampli-
tuden aus den folgenden Réumen sind:

Definition 2.4

Seim > 0. a € C*(R",C) ist eine Amplitude der Ordnung m (wir schreiben
ac A" =

(1+ [2[*)~™/?|0%(z)| < Co Ya €z
Wir verwenden auf A™ die Normen

lallle = masx A" (@) 9°aly
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2.2 Oszillatorische Integrale Pseudo-Differentialoperatoren

Beispiel 2.5
Fiir jede Symbol a € S™(R™) gilt a € AI™I(R?™).

Beweis

Die Aussage folgt, wenn wir in der Abschétzung aus der Definition von S™
kiinstlich eine # Abhéngigkeit einfithren. Fiir alle o, 8 € Z7} gilt

020F (2, )] < Cayg X"V (€) < Ca g ™€) < Cap (14 (€2 + [af2) V2.
q.e.d.

Unter der Vorraussetzung, dass a € A", kénnen wir nun die Bedeutung eines
solchen Integrals definieren:

Satz 2.6 (Oszillatorische Integrale)

Sei q eine nicht-degenerierte quadratische Form auf R™ a € A™ und p € S so,
dass ¢(0) = 1. Dann ezistiert der Limes

liH(l) @) q(x) (ex) d, (2.4)
ist unabhdngig von der Wahl von ¢ und ist gleich f eiq(z)a(:p)dx, fallsa € L. Ist
a ¢ L', so schreiben wir weiterhin [ €@ a(z)dz fir diesen Limes und erhalten
eine Abschitzung

< Cymllallfmint:

‘ /eiq(z)a(x)dx

Beweis

Ist a € L', so ist das Resultat eine Folge des Satzes der dominierten Konvergenz.
Fiir den allgemeinen Fall wihlen wir eine Funktion ¢ € C§°(B2) so, dass ¢ =1
in By und setzen

I; = /eiQ(m) a(z) (277 x) dx.

Wir werden zuerst zeigen, dass lim;_,o I; existiert. Dazu gilt, mit der Varia-
blentransformation y = 277z,

L= o = [ ) afa) (u(2-70) — (21 ) do
B / 1) a(27y) (Y(y) — (2y)) 27 dy

Fiir die Funktion x(y) = ¥(y) — ¥ (2y) € C§° erhalten wir, dass suppx C {y :
1/2 < |y| < 2}. Auflerdem gilt, fiir y € supp ¥,
(0%a)(27y)| < IAT™(0%a)|o A (27y)
< lfalllja (1 + 2% |y[>)™/?
< |llal||jo 2™ 2.
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2.2 Oszillatorische Integrale Pseudo-Differentialoperatoren

Aus Lemma 2.7im Anschluss erhalten wir (mit 4 =27 und N =m +n + 1)
11 = Tial < Com27 lllalllmn1,

woraus die Behauptung folgt.

Als zweiten Schritt beweisen wir nun, dass lim;_. I; gleich (2.4) ist und
daraus folgt, dass (2.4) fiir jedes (geeignete) ¢ € S existiert und von der Wahl
von ¢ unabhéngig ist. Da fiir jedes fixe € > 0 mit dominierter Konvergenz gilt,

/eiq(z) a(z) plex)de = lim | €9 a(z) p(ex) (277 2) d,

Jj—o0
setzen wir

Ii(e) = / €19 a(z) (1 — p(ex)) (2 V) da

und haben in dieser Notation zu zeigen, dass lim;_,o, I;(e) = O (¢). Wir zuvor
fiir /; erhalten wir

Ij(e) = Ij—1(e) = /6i22jQ(y) a(2’y) (1 — p(e2y)) (Y(y) — ¥ (2y)) 2" dy.

Um nun eine Abschitzung fiir b.(x) = (1 — ¢(ex)) a(x) an der Stelle z = 27y zu
bekommen, werden wir verwenden, dass im Tréger der Funktion x (siehe oben),
nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung, gilt

11— p(e27y)| = |p(0) — p(e2y)| < |0 — 2’y|sup |¢'| < eCr 2.
Daher ist
|0°be(27y)| < |(1 — p(e27y) (0%a)(27y)|

<eCy 91 Co om(j+2)
< eC20mti,

Wieder verwenden wir Lemma 2.7 (diesmal mit g = 27 und N = m +n +2) um
zu bekommen

|1;(€) — Ij_1(e)| < eC277

was alle Behauptungen beweist.

Lemma 2.7

Sei q eine nichtdegenerierte, reelle, quadratische Form auf R™ und x € C§°, mit
X = 0 in einer Umgebung von 0. Dann gilt fir alle N € Z,

’/ W p(uy) x(y) dy| < Cn N sup  [(0%b) (uy)l,

yEsupp x,|a|<N

wobei die Konstanten C nicht von p > 1 und b € C* abhdngen.
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2.2 Oszillatorische Integrale Pseudo-Differentialoperatoren

Beweis

Jede nichtdegenerierte, reelle, quadratische Form ¢ hat eine Darstellung ¢(z) =
%a:H 2T, wobei die Hessematrix H regulir und symmetrisch ist. Es gibt dann
eine unitdre Matrix U, die einer Variablentransformation entspricht, sodass
qUzx) = %xD:cT, wobei D = diag(\1,...,\,) die Diagonalmatrix mit den Ei-
genwerten von H bezeichnet. Durch entsprechende Vertauschung der Zeilen von
U konnen wir aulerdem erreichen, dass die Eigenwerte der Grofle nach geeord-

net sind, Ay > ... > \,. Sei nun k die Anzahl der positiven Eigenwerte von
H, so kénnen wir, mit einer weiteren linearen Variablentransformation, ¢ auf
die Form q(y) = yD1y" mit D; = diag(1,...,1,—1,...,—1) der Diagonalma-

trix aus k 1-Eintrdgen und n — k  (—1)-Eintréigen, bringen. Teilen wir y in den
Vektor 3" der ersten k¥ Komponenten und den Vektor 4" mit den Ubrigen, so ist

also 0.B.d.A.
a(y) = y'[* = ly"1*.

Wir schreiben weiters @’q fiir die ersten k& Komponenten des Gradientenvektors
von ¢ und 0”q fiir die Restlichen, so ist der Operator

1

= 2‘y|2 (<y/aa/> - <y/,78/,>)

auf supp x wohldefiniert (mit Komponenten in C*°, da 0 ¢ supp x) und er erfiillt

Lq= (W29 = (" —2y")) = 1.

2ly[?

Um partiell integrieren zu kénnen, brauchen wir auch den adjungierten Operator
tL. Es gilt

/Lf(y)g(y) dy = /((y’,a’f(y» - <y”,8”f(y)>)r;|gg(y) dy

/f Dy, (2| |29(y)> dy
R k+1 /f (2| |29(y)> dy

= /f(y) Lg(y) dy,

wobei
2

thia/,yi, + a//’ y
g T gy

wieder ein Differentialoperator erster Ordnung mit Koeffizienten in C*° ist. In-
tegrieren wir N mal partiell, so bekommen wir

/ AW () () dy = (i?) N / (LN 1)) b(uy) x(y) dy
— (ig?) N / 190 (LN (b(py) x () dy

— (ip?) N / W, n(y) dy,

34



2.2 Oszillatorische Integrale Pseudo-Differentialoperatoren

wobei ¢, v eine Linearkombination von Termen der Form pl®l((9%b) (119))(0°x (v))
mit Koeffizienten in C* fiir |a + 8] < N ist. Die Behauptung folgt, da x kom-
pakten Tréger hat.

q.e.d.

Der néchste Satz besagt, dass sich oszillatorische Integrale im Wesentlichen ge-
nau wie absolut konvergente Integrale verhalten.

Satz 2.8

Integrale von der Art, wie sie in Satz 2.6 definiert wurden, haben die folgenden
FEigenschaften

(i) Ist A eine relle, invertierbare Matriz, so gilt
/eiq(Ay) a(Ay) |det Al dy = /eiQ(’”) a(x) dz.
(ii) Ista € A™ b€ A, und o € Z%, so gilt
/ 1@ g(z) 0°b(x) do = / b(z)(—0)* (') a(z)) da.
(iii) Ist a € A™(R™ x RP), dann ist [ €™ a(z,y)dr € A™(RP) und

8;/eiQ(m) a(z,y)dr = /eiq(m) Oya(x,y)dx  fir alle o € 71

(iv) Ist a € A™(R™ x RP) und r eine reelle, nicht-degenerierte, quadratische
Form auf RP, so gilt

/eir(y)(/eiq(x) a(z,y) dx) dy = /ei(q(a:)—&-r(y))a(m’y) dz dy.

Beweis

Der Beweis des Satzes besteht darin, nachzupriifen, dass es sich bei allen Aus-
driicken um oszillatorische Integrale handelt und dann die Definition einzu-
setzen. Fiir die Aussagen (i) und (ii) liefert dies unmittelbar das gewiinschte
Ergebnis.

Fiir (iii) und (iv) gehen wir zuriick zum Beweis von Satz 2.6. Dort haben
wir Integrale von der Form

L) = [ (o) 02 7) da

betrachtet, die durch den regulierenden Faktor (277 ) absolut konvergent sind
und es gilt daher

0T, (y) = I (y) = / @9 a(z, y) (2 ) do.
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2.2 Oszillatorische Integrale Pseudo-Differentialoperatoren

Da |0205 a(u,y)] < CF (1-+ [zl + [y?)™/2 < Co g 5™ ™ (1 + [y )™ fi
|z| <2, erhalten wir aus Lemma 2.7 die Abschétzung

105 1 (y) — 05 Lj—1 ()] < Ca 277 (14 [y|*)™2,

aus der die gleichmiBige Konvergenz der Folge 0;'I;(y) auf jeder kompakten
Menge folgt. Daher ist der Limes I(y) der Folge I;(y) in A™(RP) und erfiillt
Oy 1(y) = lim; . 0y 1;(y), was die Formel aus (iii) produziert.

AuBlerdem zeigt diese Abschétzung auch, dass

105 (1(y) = L)l < Ca 277 (1 + [y,

wodurch die Funktionen b;(y) = ¢¥(277y)(I(y) — I;(y)) in A™(RP) liegen und
1116/ lmtps1 < Co 277 erfiillen. Wir kénnen dann

Jero( [ oy ar) dy = tim [ e 1) w27y dy
und
/ "W I(y) (2 7y) dy = / "W I (y) v(27Ty) dy + / "W b;(y) dy
schreiben und erhalten daraus (iv), da

lim [ eir® Li(y) v (2 7y) dy = /ei(q(x)+r(y)) alz,y) dz dy

Jj—oo

und
!/“@%@mﬂgammwmﬂﬂéam%?”

Satz 2.9
Sei a € A™(R™), dann ist

(271')7”/671'@’”> a(y)dydn = (27r)7"/efi<y’"> a(n) dy dn = a(0). (2.5)

Beweis

Die Hessematrix der reellen, quadratischen Form q(y,n) = (y,n) auf R?" ist
gegeben durch die reguldre, symmetrische Matrix

H,= ( Id(zn) Idé”) ) (2.6)

Daher ist ¢ nicht degeneriert und die Integrale in (2.5) sind oszillatorisch. Per
Definition wéhlen wir also ¢ € S, mit ¢(0) = 1 und es gilt

/e‘“y’"> a(n) dy dn = gig(l)/e‘“y’") a(n) p(ey) p(en) dy diy.
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2.3 Asymptotische Entwicklung Pseudo-Differentialoperatoren

Aus der Variablentransformation z = ey und ¢ = n/e folgt dann
[ et atn) plew) plen) dydn = [ 59 ale) o) ol dz g
~ SO a0 pe) de.

Ist € < 1, 5o gilt a(e¢)] < |A\"™alo (14 [e¢[2)™/2 < |llal o A™(¢) und da ¢ € &,
ist dann

[2(¢) a(e) p(Q)] < [2(O] llalllo A™(O) [¢lo € L.

Mittels dominierter Konvergenz konnen wir daher ¢ gegen 0 gehen lassen und
erhalten

(2m) / e~ a(y) dy dy = (27) " / 3(0) a(0) d¢ = p(0) a(0) = a(0).

Beispiel 2.10

Sei o, B € 27,

. o pb 0 fir o # B
2r) " =ity Y1 g — R
( 7T) /e O[' ,8' y 77 (,;)!\ | fur o= ﬂ

Beweis

Das Polynom y®n? ist in Al*+A! wodurch es sich bei dem gegebenen Integral um
ein oszillatorisches Integral handelt. Da y®e ¥ = (,Dn)aeﬂ’(y,n)’ erhalten
wir durch partielle Integration

[

(QW)*”/e*“y’n) yfn—dydn: (Qﬂ)*”/eﬂw’n) —n <77'> dy dn

al gl a!

=5 (5) = 5 ()

erfiillt a(0) = 0, falls 3 # a und a(0) = (—i)l*l/a!, falls § = a. Die Behautung
folgt nun sofort aus Satz 2.9.

und die Funktion

q.e.d.

2.3 Asymptotische Entwicklung

Definition 2.11

Sei a € S™. Wenn wir zu jedem j € Zy ein a; € S™ 7 finden kénnen, sodass
a— > a; €S"F Vkely, (2.7)
i<k
dann nennen wir Zj a; die asymptotische Entwicklung von a und schreiben
a~ Y ;a; um (2.7) auszudriicken.
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2.3 Asymptotische Entwicklung Pseudo-Differentialoperatoren

Lemma 2.12 (Asymptotische Entwicklung)

Sei a; € S™I fir j € Zy. Dann ezistiert ein a € S™ : a ~ Zj a;, wobei a
so gewdhit werden kann, dass supp a C Ujsupp a;.

Falls b € S™ die gleiche asymptotische Entwicklung hat, so gilt b—a € S™°
(wir sagen auch a ist eindeutig Modulo S=> ).

Beweis

Wir wihlen ¢ € C§°(R™) so, dass ¢(£) € [0,1]VE, ¢=1in B; und ¢ =0 in
R™\By. Nun sei 9(§) = 1 —¢(£), 0 < € < 1, dann ist

0 fiir [¢| < 1/e

b(et) =
1 fiir |6 > 2/e
und weiter
0f (v(e€)) = e afy (e€), (2.8)
Va£0: OU(e€) =0 firlg €R\[Z, 2] (2.9)

Sei (€;); € (0,1)N eine (vorldufig beliebige) Folge, mit lim €; = 0. Wir definie-
j—oo

ren:
bj(x, &) = ¥(e;€) aj(x, )
a(a:,f) = ij(l‘vf)

Jj=0

Da €¢; — 0 gibt es in einer Umgebung jedes Punktes nur endlich viele Sum-
manden b;(z,§) # 0. Daher ist 3.~ b;j(z, &) tiberall eine endliche Summe von
Funktionen in C*° und somit a(z,&) € C*°.

Fir die Differenzen b; — a; gilt, wegen b; = a; fir |£] > %, dass b; —a; €
C§° C 57°° und daher b; € S™74.

Um zu zeigen, dass a € S™ brauchen wir jedoch noch genauere Abschéitzungen
fiir b;. Dafiir werden wir verwenden, dass

<2 =

4
)‘Ej = (1 + |£|2)1/2 € < (]— + 67)1/2 € = (6]'2 + 4)1/2 < \/5
J
. (2.9)
wodurch, mit Cj, = sup [0"¢ (¢;§)| = sup 1874 (€5 )| < oo,
£ER™ [€1€1/€5,2/ 5]
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2.3 Asymptotische Entwicklung Pseudo-Differentialoperatoren

unter Verwendung der Leibniz’schen Formel und (2.8), gilt

ozofnl =13 () o1 (0t 020 a0, 0)

v<B
<Y CCy 0207 ay(x, )]
Y<B
< Z Ca8.y (/\ej)hl A=Al
Y<B

< CjapA™ 710

fiir gewisse Konstanten C o g. Wir erhalten die selbe Art von Abschéitzung fiir
€] > 2, da dort a; = b;. AuBerdem gilt, da 1 < ¢;]¢| < €;A innerhalb von
J

supp(1 — ¢) D supp b;, kénnen wir diese Abschitzung wie folgt verfeinern:
10207b;] < €A 10507b;| < €;Ca,5 A1

1
Cj.a.p

Waihlen wir also €; < min{ i Ja+ 8| < j}, so erhalten wir

| A\I8I—m 6§6§bj| <A fiir |a + 8| < 4.

Da ¢; — 0 ist die Summe a(z,§) = > ,5¢bj(z,€) in der Néhe jedes fixen &
endlich und diese Formel definiert daher eine Funktion a € C*°. Sind k € Z,
und «, § € Z7 fixiert, so setzen wir N = max(|a + 3|,k + 1) und schreiben

k—1 k—1 N-1
a—Zaj=Z(bj—a]—)+ ij+2bj
=0 =0 =k J>N
k—1 N-1
Die Summen ) und Y sind in S™7% da sie beide endliche Summen von
§=0 =k

Termen in S™~% sind (es gilt sogar b; — a; € S™>°). Was die letzte Summe
betrifft, so ist

|/\\ﬂ|*(m*k) 3;43? Z b < Z |/\\ﬁ|*m4rk 35351,],‘
J=zN Jj=N
< S ki Y2

i5ht1 V2-1

da in dieser Summe | + 3| < j gilt und A > /2 auf suppb;. Wir erhalten
daher a — Y7, a; € S™7% und fiir k = 0 liefert das a € S™. Der Zusam-
menhang zwischen den Trégern ergibt sich aus der hier verwendeten, expliziten
Konstruktion.

q.e.d.

Definition 2.13

Ist S 2an~ Zj a; und fiir alle j gilt: a; ist homogen vom Grad m — j, so sagen
wir, dass a polyhomogen ist. Fiir solche Symbole heifit ag(z, £) das Hauptsymbol
von a.
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2.4 Operationen auf Symbolen Pseudo-Differentialoperatoren

Beispiele 2.14

Fiir a(z,§) = Z|a|§m aq(x)€™ sehen wir, dass a polyhomogen ist, da a;(z,§) =
> la|=j Ga(2)€” homogen von Grad j ist.

Die Symbole A\™ (&) lassen sich darstellen als A™ (&) = |&]™(]¢]72 + 1)™/2.
Dabei hat der letzte Term eine Entwicklung in eine Potenzreihe von |£|72, die
fiir |€] > 1 konvergiert. Somit sind auch sie polyhomogen.

Die Hauptsymbolen zu a und A sind gegeben durch Z\alzm aq ()€Y bzw.

.

2.4 Operationen auf Symbolen

Lemma 2.15
Seia € S° und F € C>(C), dann ist F(a) € S°.

Beweis

Wir schreiben a = b + ic, wobei b und c reellwertige Funktionen sind. Da
a € SY, folgt dass auch b und ¢ € S° € C°N L® und daher erfiillt die Funktion
F(a) = F(b,c) die Ungleichung |(07F)(b,c)| < C, fiir alle y € Z2.. Die benétigte
Abschétzung fiir 838? (F(a)) kann daraus leicht mittels vollsténdiger Induktion
bewiesen werden.

q.e.d.
Definition und Satz 2.16
Seia € S™ und b € S'. Die oszllatorischen Integrale
@ (0, €) = (2n) " [0 afa g6 — ) dyd (2.10)

a#tb(z,€) = (2m) " / ) € — ) b — y,€) dydy (2.11)

definieren Symbole a* € S™ und a#b € S™F! mit den asypmtotischen Entwick-
lungen

* 1 a o= 1 leY [e7
a Nzaaf Dga wund a#bwzaaganb (2.12)

[e3

Bemerkung

Setzen wir fiir einen Moment voraus, dass es sich bei (2.10) bzw. (2.11) um
oszillatorische Integrale handelt, dann sagt uns Satz 2.9, wie wir diese direkt
auswerten konnen, falls die Integranden von nur einer der Integrationsvariablen
abhéngen. Fiir ein Symbol a etwa, welches ausschliellich eine Funktion von z
(bzw. &) ist, erhalten wir als Adjungierte

0 (2,€) = (2m) " / ) gz — y) dydn = a(x)  (baw. a(e)).
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2.4 Operationen auf Symbolen Pseudo-Differentialoperatoren

Auch die Komposition zweier Symbole, a#b, kénnen wir in manchen Féllen auf
diese Art identifizieren. So ist, falls a = a(x),

a#tb(x, &) = (2m)~" /eﬂ‘@“7> a(z) b(x —y, &) dydn = a(x) b(x,£).  (2.13)

und entsprechend gilt fiir den Fall, dass b = b(),

a#b(z,€) = (2m) " / e o & — ) D(E) dydy = alx, €)bE).  (2.14)

Diese Ergebnisse stimmen offensichtlich mit dem {iberein, was wir aus den ent-
sprechenden asymptotischen Entwicklungen erhalten wiirden.

Beweis von Satz 2.16

Wir wir schon im Beweis von Satz 2.9 gesehen haben, ist die Hessematrix der
quadratische Form ¢(y,n) = (y,n), gegeben durch (2.6), reguldr und ¢ daher
nicht degeneriert. Um zu sehen, dass es sich bei der Funktion b, ¢(y,n) =
a(x — y,& —n) um eine Amplitude handelt, weisen wir darauf hin, dass Pee-
tre’s Ungleichung (Lemma 1.9) folgende Abschétzung ergibt

0507 a(x — y,& —n)| < Cap A™(€ —n)
< Co g 2!mAMI () A™(€)
< Cag 2™ X™(€) (L + |y + [nf?)ImI/2

fiir alle o, 8 € Z%, wodurch b, ¢ € AI™(R*™) mit ||[by¢||[|m|12nt1 < CoA™(€).
Aufgrund der Abschéitzung in Satz 2.6, folgt, dass A™""a* beschrinkt ist und
da 8;‘8?@*) = (agafa)* und 82‘0?@ € Sm=IAl erhalten wir aus dem selben
Grund Beschrianktheit fiir Alﬂ\*magafa* fir alle o, 8 € Z}, wodurch a € S™.

Der Beweis von a#b € S™*! ist #hnlich, da die Funktion ¢, ¢(y,n) = a(z,& —
mb(z — y, &) ein Element aus A™I(R?") ist und ca.ellljml+2nt1 < CoA™T(E)
erfiillt und da

o*(agtb) = Y <g) (0%a)#(0°%b) Vo ez

B<a

Um die asymptotische Entwicklung zu erhalten verwenden wir Taylor’s Formel

_oN\ (B
ae-ye-n= Y T ta )ty )

!
la+8]<2k A
m (—1)* (=n)°
_ —y)* (=1
Tk(ffaf,%ﬂ) = Z 2k ol Traﬁ(%&y,ﬂ)
|o+|=2k
und

1
ra(, €, y) = / (1— 1) 10200a(x — ty, € — tn)dt
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2.4 Operationen auf Symbolen Pseudo-Differentialoperatoren

Die Terme mit |a 4+ 3] < 2k geben nach Integration die Terme der Entwicklung
im Hinblick auf Beispiel 2.10. Fiir r, das beziiglich (y, ) klarerweise in AlmI+2k
ist, integrieren wir partiell wie in Beispiel 2.10:

)5

ity (29 (=
i ez(ym)( )° — Tap(@, &, y,m) dydn

a! I}

1 —n)8 »
- J\/( ﬁnl) Taﬁ(xa€7y?77) D?](e (y’n>)dydn

= L[y (“) ((_Dm(‘ﬁ”!)ﬁ) (= D)™ o (€, 9, ) dydy

<o "

= > w (a> <ﬁ> /6_“‘”’")(—n)B_V(—Dn)O‘_Waﬁ(x,E,ym)dydn

<o v v

Eine zweite partielle Integration liefert dann

2(3;‘7' (?) <§) /ef“y’”)(—Dy)ﬁ’”(—Dn)a’”Taﬁ(%5,ym)dydn

Verwenden wir nun die Definition von rqg, so haben wir

(_Dy)ﬁi’y(_Dn)ai’yr&ﬁ(xv 57 Y, 77)

1
— / (1= t)2F = (—it)2R 2Pl gt 819240z — ty, € — t)dt.
0

Da v < a und v < 3 erhélt man auch |y| < k und | + 8 — | > k und
dann 8§‘+ﬁ_78§‘ P75 € §m=* Dadurch kénnen wir die obigen Berechnungen
umformulieren zu

/e—i<97">rk(x7£,y,n)dyd77 = /e_i<y’")8k($7§aya77)dyd77

wobei die neue Amplitude s, € AI™~* erfiillt, mit skl jm—k|+2n41 < CRA™H(E).
Wir erhalten daher die Beschranktheit von

A= (e) / My (a2, €,y m)dyd,

und unter Verwendung der selben Argumente wie oben, bekommen wir
/e*“y’mrk(z,f,y, n)dydn € S™*

bloB mit der Bemerkung, dass 83‘8? r, der Rest mit Index 2k in der Taylor

Entwicklung von 836?&(:1: —y,& —n), fiir welches wir 3;‘8?& € §™=18| haben.
SchlieBlich erhalten wir die asymptotische Entwicklung von a#b entlang ganz
analoger Argumentationslinien.

q.e.d.
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2.4 Operationen auf Symbolen Pseudo-Differentialoperatoren

Proposition 2.17

Die Operationen definiert in Satz 2.16 haben die Eigenschaften
(1) (a*)" = a,
(ii) a#1 = 1#a = a,

(iti) a#(b#c) = (a#b)#c,

(iv) (a#tb)* = b*#a*.

Beweis

Obige Identitdten werden wir als algebraische Gleichheiten der jeweils rechten
und linken Seite erhalten. Dabei werden wir wiederholt die Aussage von Satz
2.9 verwenden.

Fiir (i) gilt dann

(") (z,€) = (2m)~2" / e wm==0) gz — 2 —y, & — ¢ —n) dydndz d¢

und mit der Variablentransformation ¥ = —y,H = n+(,Z =z +y,Z = (,
erhalten wir

(@) (@,6) = (2m) > [[emicon
= (27T)_2"/e_i<z’z> (/ e W (x — 7,6 — H)dY dH) dZdz
= (27‘1’)7”/8 (2.2)

e

H)HZE)) oz — 7,6 — H)dY dH dZ dZ

a(lz — Z,8)dZ dZ = a(x,§).

Die Aussage von (ii) ist ein Spezialfall der Spezialfille in der Bemerkung zu
Satz 2.16. Die Behauptung folgt sofort aus (2.13) und (2.14).
Um (iii) zu zeigen, schreiben wir einerseits
azt(bitc)(x, &) = (27T)_2"/6_i( Wm+E0) a(a, € —n) bz — y,€ = ()
c(r —y—2,8)dydndzdC

und andererseits

(a#tb)#c(x, &) = (2m) 2" / e UV HHZ2) g(z,6 — ¢ — H)b(z — Y,£ — Z)
ol —Z,§)dY dHdZ dZ

und diese beiden Groflen sind, nach der Variablentransformation y = Y, eta =
H+Z 2=7Z-Y,( = Z, gleich.
Schliefllich haben wir in (iv)

b dat (2, €) = (2m) " / eI+ EOHET) G(g —t—y £ — 1)

b(x — 2z, — 17— () dydndzd{dtdr
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2.5 Pseudo-Differentialoperatoren (¢¥DO) Pseudo-Differentialoperatoren

und nach der Variablentransformation Y = z—t—y, H = n—7—-&,Z = t+y, Z =
T+(X=z—-t,ZE=n—r1,

b*#a*(x,{) _ (27T)73n/efi(7<Y,H)+<Z,Z>+<X,E>)C—L(z — 76— Z— H)

b(z—Z—Y,6— 2)dY dH dZ dZ dX d=

— (2ﬂ_)—3n/e—i(Z,Z)

(/e—imHm(x—Z,g—Z—H)b(x—z—y,g—Z)deH> dZdZ.

Da der Ausdruck in Klammer gleich a#b(z — z,§ — Z) ist, steht in der letzten
Zeile die Definition von (a#b)*, was den Beweis vollendet.

q.e.d.
2.5 Pseudo-Differentialoperatoren (VDO)
Definition und Satz 2.18
Sei nun a € S™ und p € S, dann definiert die Formel
ol D)pla) = (21" [ €9 a(o.€) o(6) de (215)

eine Funktion in S.
Aupferdem ist a(z, D)y stetig und es existiert N € Z7 und (Ck)pez+ sodass
la(z, D)eplk < Cklelktn

Beweis

Da S! ¢ S™ fiir | < m, kénnen wir annehmen, dass a € S?™ fiir ein m € Z,..
Weiters impliziert ¢ € S, dass ¢ € S und wir kénnen schreiben:

|a(z, D)p(x)] < (2ﬂ)_"/|/\_2ma\o AZTER Qg AT (€) dE

was beweist (cf. Lemma 1.8), dass a(x, D)y beschrinkt ist, mit |a(z, D)yplo <
C'|@|2m+tan. Dann ist |a(z, D)plo < Cole|y mit N = 2m + 4n in Anbetracht
von Satz 1.25. Dariiberhinaus erhalten wir

9;(a(z, D)p(x)) = a(z, D)(059)(x) + (0z;a)(x, D)p(x)
durch Differentiation unter dem [ und auch

zj(a(z, D)p(x)) = a(z, D)(z;¢)(2) + i(,a)(z, D)p(z)
durch patielle Integration. Daher kann %9 (a(x, D)¢(x) als Linearkombination
von Termen ((’9;82(1)@7 D)(z%~°98~7p)(x) geschrieben werden, sodass a(x, D) €
S mit |a(z, D)ol < Crlple+n-

q.e.d.

Der néichste Schritt besteht darin, zu beweisen, dass die Operationen der Adjun-
gierung und Komposition von Operatoren a(x, D) und b(x, D) den Operationen
entsprechen, die in Abschnitt 2.4 fiir deren Symbole vorgestellt wurden.
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Satz 2.19
Fiir alle a,b € S und ¢,y € S gilt

(i) (a*(z,D)p,¥) = (¢, a(z, D)),
(it) (a#b(z, D), ¥) = (a(z, D)b(z, D)¢, V).
Beweis

Analysieren wir zuerst die linke Seite von (i) und ersetzen jeden Term durch
seine Definition, so erhalten wir fir J; := (a*(x, D)p,¥) das oszillatorische
Integral

5= (e | ( [t ( [ eomate - vg —may dn) 2(6) df) b(a) da,

beziehungsweise nach einer Variablentransformation z =z —yund ( =& — 7

Ji = (2m) ™" / (@8 =@=28=0) g5, ¢) p(&) P(x) da dE dz dC.

Bei dem Ausdruck auf der rechten Seite handelt es sich nicht um ein oszillato-
risches Integral. Wir erhalten fiir die Grole J3 := (p, a(z, D)) = (2m)™"
(@, (a(x, D)®)") den Ausdruck

Jy = (2m)7%"

Jo@ ([ero( [ee9ata [« i dn)c)d)ds

Nach der Definition von oszillatorischen Integralen ist J; gleich dem Limes fiir
€ — 0 des Integrals

Jr = (2%)72"
/ x(ex)x(e€)x(ez)x(eQ)e @828 G(z ¢) $(€) ¥ () dx d€ dz dC,

wobei wir x € C§° so gew#hlt werden kann, dass x = 1 in By. Daher ist die
Jy—Jr=J!+ J2 + J3, wobei die Terme der Darstellung gegeben sind als

Ji = (2m)7 / e 5(6) (1 - x(e)x(e2))alz DYP(R)de dz,
J2 = (2m) 2" / €9 3(E)a (2 Ox(€)x(€2) (1 — x(e0)) $(C)dE dz d,
JE?’ = (27r)72”

/ei(<w,C>+<Z’§*C>)@(é’)d(z, Q) x(e&)x(ez)x(eC) (1 — X(ex))’(])(:ﬂ)df dzd( dz.

Dabei geht J! gegen 0 mit € — 0 wegen das Satzes der Dominierten Konvergenz.
Die anderen beiden Integrale gehen gegen 0 unter Verwendung des nun folgenden
Lemma 2.20.

q.e.d.
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Lemma 2.20

Sei a(z,y) € A™(R™ x RP), ¢ eine reell-wertige Funktion und seien x,¢ und
w €S, wobei x =1 in By. Dann ist

lim [ e a(z,y)w(er) (1 - x(ey)) P(y) do dy = 0.

e—0

Beweis

Die Variablentransformation z = ex ergibt

/ei¢(z/€’y)a(z/e, y)w(z) (1 = x(ey)) P(y) e "dzdy

und falls 0 < € < 1 koénnen wir folgende Abschitzung in Verbindung mit
a(z/e,y) verwenden:

(L 22+ 1yP)™2 < (€72 + 1217+ 2yl + 2Py )™/
= LA )AL+ ).
Ist y € supp(1 — x(ey)), so gilt |y| > 1/e und damit erhalten wir

+n+p

2 m—n—p
L+l ) < Cyemtnin(1 1y

1+0p

506 < Wlamsnen
sodass schlie3lich

e/ a(z/e,y) w(z) (1= x(ey)) Ply) € "]
» 2ym/2 9y — P
< e llalllo Cy (1 + |29 w()| T+ [yl) ™ 2,
woraus nach Integration die Behauptung folgt.

q.e.d.

Korollar 2.21
Fiir alle a,b € S und p € S gilt
la#tb(x, D)l o) = lla(z, D)b(z, D)¢|| o)

Beweis
Aufgrund der Identitdten aus Proposition 2.17 gilt
lab(z, D)g|Z, = (atb(z, D)p, aftb(z, D))
— ((a#b)* (2, D)a(z, D)b(x, D), )
= (b*(x, D)a*(z, D)a(z, D)b(z, D)¢ , ¢)
= (a(z, D)b(z, D)¢, a(z, D)b(x, D)¢) = |la(z, D)b(z, D)l
q.e.d.

Damit kénnen wir nun die Wirkung von a(z, D) auf S’ erweitern.
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Definition 2.22

Sei a € S, der Pseudo-Differntialoperator mit Symbol a ist der Operator:
a(x,D): 8§ — &', definiert durch seine Wirkung:

{(a(z,D)u, ) := (u, a*(z,D)p) fir ueS,pesS.

Wir sagen das a(x, D) Ordnung m hat, wenn a € S™ und schreiben ¥™ fiir die
Menge der Pseudo-Differentialoperatoren der Ordnung m. Analog zur Notation
bei Symbolen sei ¥ = [J, U™ die Menge aller und ¥=>° = [ ¥ die
Menge der glittenden Pseudo-Differentialoperatoren. Bevor wir diese Definition
verwenden, betrachten wir zuerst ein Beispiel.

Beispiel 2.23
Fiir jedes Polynom p(z), a € S°°, und u € &’ gilt

a(z, D)( Z —D2p(x)(0¢a)(z, D)u.

Beweis
Aufgrund der Linearitit des Operators a(z, D), geniigt es die Aussage fiir p(z) =
28 zu zeigen. Fiir p € S gilt

8a* (2, D)p(x) = (2m)" / @O o (2, €) p(€) de
— (2n) / €8 (— D) (a* (3, ) B(€)) de

—en [0 3 (D) (-Dorar) . 7 ple) de

(0%
«a

= 3~ (Da)* (. D) (9%2")g) ),

da (a) = xf = 1 0%z, Wir erhalten daher aus der Definition der Wirkung
eines YDO auf elne Dlstrlbutlon

<a(x,D)(xBU)»s&>:<U»wﬂa*(fﬂ7D)w>=Z;,< ,(Dga)*(z, D) ((9°27)p))

[e3%

_Z 6a ﬁ Da )(z,D)u,tp)),

woraus die Behauptung folgt, indem wir den Faktor (—i)‘“' von D¢ zu 9% ver-
schieben.

q.e.d.

Die Bezeichnung gldttende Operatoren fiir die Elemente in W™ ist vor allem
durch den folgenden Satz gerechtfertigt.
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Satz 2.24

Sei a € S™. Fiir alle s € R gilt: u € H® = a(x,D)u € H*~™ und es existiert
Cs so0, dass |la(x, D)ul|(s—m) < Cs [lull¢s)-

Beweis

Wir werden zuerst zeigen, dass es geniigt die Aussage fiir b € S° und ¢ € S zu
beweisen. Haben wir niimlich fiir b € SV eine Abschitzung der Art

Ib(z, D)l < Co [¥ll0) Y €S

gezeigt, dann kénnen wir, wenn a € S™ und s € R ist, b = A" 5#a*#N\5~™ € S
setzen und erhalten unter Verwendung von Proposition 2.2, dass fiir p € S

la*(z, D)l (-s) [A™*(D)a”(z, D)¢ll ) = [[b(z, D)A™*(D)¢l|(0)

Gy [A"*(D)¢ll0) = Cb [lell(m—s)-

Dann ist fiir w € H® und ¢ weiterhin aus &

[(a(z, D)u, p)| = [{u,a™(z, D)p)| < |[ulls) la™(z, D)ell(—s) < Cb llullis) 1€l m—s)-

Aufgrund von Proposition 1.36 impliziert dies, dass a(x,D)u € H®*™™ mit
HG/(J?,D)U”(S,m) < Cb ||U||(3) wie behauptet.

Zu zeigen bleibt also [|b(z, D)y ||y < Cy [|%]/(0y, ¥ € S, fiir ein beliebiges
b € SY. Dies werden wir in drei Schritte aufteilen: (i) b € S™"~1, (ii) b € S™
mit m < 0 und (iii) b € S°.

(i) Seibe S~ ! und ¢ € S. Es gilt dann
o, DYila) = (2" [ €9 b, ) (6) de
- @0 / / 19 bz, €) (y) dy de

- / K () $(y) dy

IN

wobei
K(z,y) = 2n)™" / e bz €) de,

da alle diese Integrale aufgrund der Bedingung b € S~ absolut konver-
gent sind (vgl. Lemma 1.8). Diese Kern erfiillt fiir jedes o € Z}

(- 9Ky = |20 / (z — y)° @ bz, €) de|
— 2m) / @) ob(z,€) de| < Ca

nach partieller Integration, da A”*lﬂo"a?b beschriinkt ist. Daher gibt es
eine Konstante C, sodass (1 + |z — y|*)"|K (z,y)| < C/7™ und somit gilt

/ K(z,y)|de <C und / K (z,y)| dy < C.

Daher folgt das Resultat aus dem Lemma von Schur (Lemma 2.25) im
Anschluss.
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(ii) Da U0 5™ = Ukez 5=1/2" geniigt es die Eigenschaft |b6(x, D)0y <
Co ||[¥]|(0y fiir die Symbole b € S=1/2" fiir alle k € Z zu zeigen und dies
geschieht mittels Induktion nach k. Tatséchlich ist die Behauptung fiir ein
negatives k wahr, so zum Beispiel fiir &k = —n nach Schritt (i). Ist nun

be S‘l/QkH, dann ist b*#b € S=1/2" und wir kénnen unter Verwendung
der Induktionsvoraussetzung schreiben

16(z, D)|[70 (b(x, D), bz, D)Y) = (b*#b(z, D), ¥)
< |o*#b(x, D)l o) 191l 0) < Coe e 19175

wodurch also [[b(z, D)¥|l0) < Cb [|[¢](0) mit Cy = Cy/%,.

(iii) Ist nun b € S° dann ist b beschrinkt und |b|2 — |b]?> € S° ist nicht-
negativ. Wir konnen eine Funktion F € C°°(C) wihlen, sodass F(z) =
(1+ 2)Y/2 fiir € R, und es folgt aus Lemma 2.15, dass a := (1 + |b|2 —
1]2)1/2 = F(|b|2 — |b]?) € S°. Man weiB, dass a* = @ und a*#a = |a|?
modulo S~! und dann gibt es ein ¢ € S, sodass

a*#a+ b #b =1+ b2 +c.
Daher konnen wir schreiben
16z, DY, < lla(z, DYDIZ, + 16z, D)%,
((a*#ta + 0" #b)(z, D), )

<A+ I5)w, ) + (e, D), )
< 1+ ol + Co) ¥l 0y,

da ¢ € S71, aufgrund von Schritt (i), ||c(z, D)) < Ce [0y erfiillt.
q.e.d.
Lemma 2.25 (Schur)
Sei K(x,y) eine mefbare Funktion definiert auf R™ x R™, die
[ K@yl e wmi [|K@ld<c
fiir ein C' erfiillt. Dann gilt fiir jedes 1 € L?, dass K (x,y)¥(y) € L*(dy) fiir fast

alle © und die Funktion o(z) = [ K(z,y)¢(y)dy ist quadratisch integrierbar
iber R™ mit ||o|lo < Cll¢]o.

Beweis

Die Funktion K(z,y)¢(y)K (z,2)1(2) ist integrierbar iiber R™ x R™ x R", da
[W(y)o(2)] < 5(1 ()12 + 4 (2)]?) und

Lo ( [k ( [166 21z ) do ) dy < S 191 < oo.
[ g (f e ([ i) as)av <
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Deshalb ist, durch den Satz von Fubini, K (z,y)¥(y) € L'(dy) fiir fast alle =

und
[iewra = [([&enswa)([FeauEa)

C?[1ll5.

IA

q.e.d.

Satz 2.26

Ist a € ST, so bildet a(x, D) Distributionen in & nach S ab und solche in S’
nach P ab. Genauso bildet der VDO zu a € S die Riume S und P in sich
selbst ab.

Beweis

Fiir a € S7° und uw € & gilt u = Yu fiir jedes ¥ € C§° mit ¢ = 1 in
supp u, wodurch wir erhalten, dass u € H~, fiir ein N € Z, (vgl. Lemma
1.37). Nach Satz 2.24 ist daher a(z, D)u € H™ und daher stetig und beschrénkt
(vgl. Lemma 1.35). Unter Verwendung des selben Arguments wie im Beweis von
Satz 2.18 kénnen wir dann x*9”(a(z, D)u) als Linear-Kombination von Termen
(Bgaga)(ac, D)(z*~297~7u) schreiben, die mit der selben Begriindung ebenfalls
beschriankt und stetig sind. Folglich ist a(z, D)u € S.
Ist u € &', so gilt, mit b, = £¥#a € S™°,

D% (a(x, D)u) = by (x, D)u.

Nach Lemma 1.37 gibt es ein N € Z,, sodass v = (1 + |z[*)"Mu € H™ und
somit ist

ba(, D)u = ba(, D)((1+ |z[*)Nv) = %(Df(l +|21*)V)(9¢ba) (2. D)v
= 1!

(vgl. Beispiel 2.23), wobei weiterhin 6?ba € S5~ fiir alle a und g gilt. Daher
ist (8?1)&)(95, D)v eine stetige und beschrénkte Funktion, da es wegen Satz 2.24
in H" ist. Es gilt also D*(a(x, D)u) = by (x, D)u € P° (vgl. Definition 1.12).

In Satz 2.18 haben wir schon gezeigt, dass a(xz, D)p € S fiir a € S™ und
@ € §. Wir betrachten daher als Néachstes u € P. Zuerst halten wir fest, dass
A2k(D)u € PP fiir jedes k € Z, da A?!(D) ein Differentialoperator mit konstan-
ten Koeffizienten ist. Es gibt daher ein N € Z, in Abhéngigkeit von k, sodass
v=(1+]2]?) N X2*(D)u € L? (vgl. Lemma 1.8). Fiir fixes a € Z wihlen wir
also k so, dass 2k > m + |a| + n, woraus folgt, dass b, = ¥#a# "2k € S,
Daher kénnen wir — genau wie zuvor — schreiben

D(a(z, D)u) = b (2, D)A?**(D)u = by (2, D)((1 + |2[*)Vv)
1
= E(Df(l + |2*)V)(0¢ba) (2, D)o
B
Hier ist nun agba € S und v € L? = H°, sodass (8?ba)(x,D)v € H™ nach

Satz 2.24 und wir erhalten die selbe Folgerung wie oben.

q.e.d.
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Definition 2.27

Ein Symbol a € S™ heifit elliptisch, falls ein € > 0 existiert, sodass

laa, &)] = eX™(¢)  fiir |¢] > - (2.16)

a | =

Ebenso sagen wir, dass ein Operator a(xz, D) € U™ elliptisch ist, wenn es sein
Symbol ist.

Wir werden nun sehen, dass ¥DO genau dann eine approximative Inverse (d.h.
modulo ¥~°) besitzen, wenn sie elliptisch sind. Wie so oft transformieren wir
diese Charakterisierung einer Operatorenklasse auf eine Aussage iiber deren
Symbole und fiithren die Berechnungen dort aus. Dazu miissen wir laut Satz
2.19 Invertierbarkeit der Symbole beziiglich der Verkniipfung # zeigen. Das
neutrale Element beziiglich dieser Operation, die konstante 1 Funktion, liegt in
S0, sodass es natiirlich scheint eine Inverse zu a € S™ in der Klasse S™™ zu
suchen.

Satz 2.28
Sei a € S™. Folgende Aussagen sind dquivalent:

(i) Es gibt ein b € S™™, sodass a#b—1¢€ S,
(ii) Es gibt ein b € S™™, sodass b#a—1¢€ S,
(iii) Es gibt ein by € S™™, sodass aby—1€ S71.
(iv) a ist elliptisch.

Erfiillt das Symbol a diese Bedingungen, so existiert aufierdem ein a# € S~™
sodass
blost (i) < blost(ii) & b—a” € S~

Beweis

Ist a € S™,b € S~™, dann ist a#b = b#a = ab modulo S~! in Anbetracht von
Satz 2.16. Daher implizieren die Aussagen (i) und (ii) die Aussage (iii).

Fiir ein Symbol in ¢ € S~ gilt insbesondere, dass |c(z, £)| mit wachsendem &
gegen 0 geht und daher folgt aus (iii), dass es ein €; > 0 gibt, sodass |aby(z, &) —
1] < 1 fiir [¢] > é Dazu ist fiir solche £ notwendigerweise |aby(z,£)| > 1 und
weiters

[boA™ (, §)| 1boA™ lo
Am(€) Am(g)

Da by € S™™, ist A™by beschrinkt und wenn wir ¢ = min(ey, 1/(2/bopA™ o))
wéhlen, erhalten wir (iv).

Ist andererseits (iv) erfiillt, dann ist ¢ = A\™™a € S° und erfiillt |c(z, &)| >
e fiir || > 1/e. Ist F(z) =1/z fur |z| > ¢, so kénnen wir F' auf C zu einer C*
Funktion erweitern und dann ist F(c) € S dank Lemma 2.15. Setzen wir nun
bp = A"™F(c), so folgt b € S™™ und fiir || > 1/e gilt aby(z,£) = 1. Also hat

< labo(,€)| < la(z, &) < la(z,§)|

N =
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aby — 1 kompakten Triiger beziiglich ¢ und ist daher in S~!.

AbschlieBend werden wir zeigen, dass aus (iii) sowohl (i), also auch (ii) folgt
(Die Aquivalenz von (i) und (ii) ergibt sich dann aus (i) < (iii) < (ii)).
Allgemein wissen wir aus der asymptotischen Entwicklung der Verkniipfung #
in (2.12), dass a#bg — aby € S™1. Wenn (iii) erfiillt ist muss daher auch

a#bo —1= ((L#bo — ab()) + (CLbO — 1) € S_l

gelten und das heifit es gibt r; € S~!, sodass a#by = 1 — r;. Mit dem gleichen
Argument bekommen wir auch ein s; € S~!, sodass bo#a = 1 — s;. Wir werden
nun daraus Symbole b und c¢ konstruieren, die a#b € S~ beziehungsweise
c#a € S erfiillen. Dazu setzen wir 7; = m#rj_1 € K Sj = 8j_1781 € S—7
und damit
bj :bo,#’l“j ES_m_j, Cj :Sj#bo esS—m,
Nach Lemma 2.12 kénnen wir b ~ Y b; € S und ¢ ~ bg+ > ¢; € S™™
i>0 i>1

withlen. Wir erhalten dann fiir jedes fixe k € Z, die folgenden Gleichungen
modulo S~:

a#tb = a#t Y by =agbo#t 1+ Y 7

i<k 0<j<k

=@-r)# 14+ Dy

0<j<k
=1-r 4+ g T — E rj=1-ry=1
0<j<k 1<j<k

und ganz analog

cH#a= b+ ch H#a= |1+ Zsj #bo#a

0<j<k 0<j<k

= 1+ Z Sj #(1—81)

0<j<k
=1-—351+ E S5 — E szl—SkZI
0<j<k 1<j<k

da 7, und s; € S7*. Da k beliebig gewiihlt werden kann, bekommen wir, dass
a#b—1€ S und c#a—1€ 5.

SchlieBlich, falls b (ii) 16st und ¢ die Bedingung c#a — 1 € S~ erfiillt, so
erhalten wir modulo S~

b = (c#ta)#b = c#(a#b) = ¢

woraus die Eindeutigkeit der Inversen modulo S~ folgt.
Sind andererseits b — a#, a#a# — 1, und a##a — 1 in S~°, so gilt dies auch
flr

a#tb—1 = (ata®™ —1)+(a#(b—a”)) und b#a—1 = (a¥#a—1)+((b—a™)#a)

da es fiir die vier auf den rechten Seiten autretenden Terme erfiillt ist.
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q.e.d.

Um lokale Aussagen treffen zu kénnen wird es wichtig sein, den Begriff der
Elliptizitdt (und der ist - wie wir eben gesehen haben - gleichbedeutend mit
Invertierbarkeit) von a auch in einem Punkt (xg,&p) zu beschreiben. Da aber
alle Symbole b mit kompaktem Triger automatisch in S~ liegen, miissen wir
zuvor die Bedeutung von 6rtlicher Beschrénktheit fiir Symbole so einfiihren, dass
dabei deren Ordnung erhalten bleibt. Im Anschluss sehen wir zwei Definitionen,
die dies ermdglichen.

Definition 2.29

(i) Sei T' eine kegelformige, offene Menge in T*R™\0. Ist a € S™, so sagen

wir, dass a € Skmomp(l")7 falls es eine kompakte Menge K C I' gibt, sodass

suppa C {(z,t&) | (x,&) € KAt > 0}.

(ii) Fiir ein Symbol a € S sagen wir, dass a in I' (also lokal) ein Symbol der

Klasse S™ ist, kurz a € Sffy (T), falls fiir alle b € S, (T) gilt ab € S™.

Weiters heifit a nicht-charakteristisch in einem Punkt (z9, &) € T*R™\0, falls
ein Symbol b € S~™ und eine kegelfsrmige Umgebung I" von (xg, &) existieren,
sodass ab — 1 € Siek(I"). Die Menge aller charakteristischen Punkte bezeichnen
wir mit Char (a).
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Kapitel 3

Mikrolokale Analysis

Zu Beginn dieses Kapitel wollen wir den Begriff des Singuldren Trégers (sing
supp u) einer Disbtribution einfithren. Es stellt sich heraus, dass das értliche
Auftreten einer solchen Singularitit mit der Geschwindigkeit des Abfalls der
Fourier Transformierten in Zusammenhang steht.

Auf dieser Basis betrachten wir dann die Préizisierung des Konzeptes des Sin-
guléren Trégers im Phasenraum, die Wave Front Set einer Distribution (WF u).
Grob gesprochen wird hier jeder Singularitit = eine Richtung £ hinzugefiigt,
in der diese auftritt, wodurch wir insgesamt Elemente (z,¢) im Phasenraum
erhalten. Wieder werden wir die — diesmal gerichtete — lokale Glattheit einer
Distribution an der Abfallsgeschwindigkeit ihrer Fourier Transformierten mes-
sen. Als Hauptbeispiel werden wir allgemein die Wave Front Set der Klasse der
Fourier Integral Operatoren (FIO) lokalisieren und uns speziell den Lésungs-
operator der Wellengleichung ansehen.

Schliefllich werden wir die Auswirkung der Anwendung eines ¥YDO auf den
Singuldren Triger und die Wave Front Set einer Disbtribution, sowie deren
Ausbreitung unter einer Differentialgleichung analysieren.

Die Quellen dieses Kapitels sind [StRaym] und [Hérm3]. Die Charakteristi-
kenmethode, die wir im letzten Abschnitt verwenden, stammt von [Ev].

Notation

Wir bezeichnen mit 7*(R™) = R”™ x R™ das Tangentenbiindel und 7*(R") D
S*(R™) = R™ x S"~! das konormale Sphérenbiindel des n-dimensionalen Raum-
es, wobei hier S"~1 = {z € R" : |z| = 1} die n — 1-dimensional Einheitssphére
des R™ bezeichnet.

3.1 Singular Support

Definition 3.1 (Singular Support)

Ist X C R™ und u € D'(X), so ist der Singuliire Triger von u (singsuppu) das
Komplement der Menge aller Punkte x € X, fiir die eine Umgebung U € U(x)
existiert, sodass u|y eine C*° Funktion ist.
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Verwenden wir die Definition von u|y € C*°(U) aus Abschnitt 1.4, so kénnen
wir diese Definition folgendermaflen formal ausschreiben:
x ¢ sing supp u genau dann, wenn es U € U(z) und ¢ € C*°(U) gibt, sodass

(u,0) = (b, ) Vo €C5(U).

In Abbildung 3.1 sehen wir den Singulédren Tréger einer Distribuion u veran-
schaulicht, die wir fiir die nun kommenden Abschnitte als repriasentatives Bei-
spiel mitnehmen mochten. Sei dazu X C R™ eine abgeschlossenen Menge, deren
Rand 0X eine C? Kurve ist. Es handelt sich dann bei u um eine Distribution,
die auf X durch eine C*° Funktion f und auf dem Komplement von X, X¢,
durch eine andere C'*° Funktion g dargestellt werden kann. Wir schreiben salopp
u= f (in X) und meinen damit, dass u gleich der von f erzeugten Distribution
(f,.) ist. Aus dieser Definition geht klar hervor, wo der Singuldre Tréger von

£

sing supp u =

u=g

Abbildung 3.1:  Singulédrer Triger und Wave Front Set

u sein muss. Betrachten wir einen Punkt x im Inneren von X, so existiert eine
Umgebung von z auf der u = f, also eine C*™ Funktion ist. Selbiges gilt fiir
x € X¢, wo lokal u = g gilt. Ist x hingegen aus 0.X, so gibt es in jeder Umge-
bung von x Punkte in X und in X¢, wodurch wir u lokal nicht durch eine C'*®
Funktion darstellen kénnen. Daher ist sing suppu = 0X.

Der nun folgenden Charakterisierung des Singulédren Trigers werden wir im
Zusammenhang mit der Wave Front Set wieder begegnen. Dieser néichste Satz
ist dazu in Verbindung mit Satz 1.29 zu sehen, der einen Zusammenhang zwi-
schen der Abfallsgeschwindigkeit der Fourier Transformation von ¢u und dem
Singuléaren Tréger herstellt.

Satz 3.2

x ¢ singsuppu genau dann, wenn ein U € U(z) und ein ¢ € C§°(U) emistiert,
sodass pu € C§°(U).

Beweis

Laut Definition ist ¢ sing supp u, wenn es eine Umgebung U von x gibt, sodass
u in U eine glatte Funktion ist. Natiirlich ist dann auch ¢u € C§°(U) fiir alle
¢ € C§°(U). Sollte umgekehrt eine Ableitung von w in U eine Unstetigkeitsstelle
haben, etwa in z¢ € U, so wihlen wir ¢ € C5°(U), mit ¢(xp) # 0 und es hitte
dann auch ¢u in xg eine Unstetigkeit in einer Ableitung.
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q.e.d.

3.2 Wave Front Set

Der Singuldrer Tréiger gibt uns Aufschluss iiber das lokale Verhalten einer Dis-
tribution in der Umgebung eines Punktes. Als néchsten Schritt werden wir nun
auch den Frequenzbereich lokalisieren. Dazu verwenden wir die Tatsache, dass
eine Distribution in einem Punkt glatt ist, wenn ihre Fourier Transformierte in
alle Richtungen schnell abf#llt.

Nennen wir den Kegel aller Richtungen, in denen langsamer Abfall vorliegt,
¥, so gibt uns dieser also Aufschluss tiber die Richtungen in denen Singularitdten
einer Disbtribution auftreten.

Definition 3.3
Sei v € E'(R™), £ € R™\0. Wir sagen, dass & ¢ 3(v), wenn es ein V' € Uy (&) gibt,

sodass zu jedem N ein C existiert, sodass

o) < Cn (1 +In))™N, VneV. (3.1)

Dass es sich hierbei tatséchlich um einen Kegel handelt, sehen wir, da die Um-
gebung V in der Definition als Kegel gewéhlt wurde. Da V' auflerdem offen ist,
folgt, dass auch das Komplement von X(v) offen ist und daher ist X(v) abge-
schlossen. Wir koénnen nun den Begriff der Glattheit einer Disbtribution auf
Ort-Frequenz-Tupel (z,£) erweitern und wir sprechen dann von Mikrolokaler
Glattheit”. Hier ist die genaue Definition.

Definition 3.4

u € D'(R™) heiBt mikrolokal glatt in (z,£), wenn es ein ¢ € C§° mit ¢(z) # 0
gibt, sodass £ ¢ X(pu).

Um zu zeigen, dass diese Eigenschaft unabhéngig von der konkreten Wahl von
¢ ist (solange nur dessen Triger klein genug ist), wollen wir die Definition von X
auch auf Distributionen, die nicht kompakt getragen sind, ausweiten. Damit dies
auf eine konsistente Weise geschehen kann, brauchen wir das folgende Lemma.

Lemma 3.5
Ist p € C(R™) und v € E'(R™), so gilt

X(¢v) C B(v).

Beweis

Wir werden statt dessen zeigen dass X(v)® C E(¢v)¢. Sei also I ein offener Kegel
in dem (3.1) fiir jedes N gilt, I'; ein abgeschlossener Kegel, I'; C T'U{0} und sei
0 <e<1lso,dassn €I, immer wenn § € I'; und |§—n| < €/¢]. In Abbildung 3.2
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wird veranschaulicht, dass so ein € existiert, falls |£] = 1, da wir eine Kugel mit
Radius € finden kénnen, die ganz in I" enthalten ist und daraus n € T folgt. Gilt

Abbildung 3.2: T'; CT

die Behauptung nun also fiir [¢| = 1, so folgt aus |{ —n| < €|¢|, dass |% - %| <e

und mit obigem Argument, dass % € I'. Da I ein Kegel ist, gilt dann aber auch

€]
n € T'. Unter diesen Vorraussetzungen ist auerdem || — |n] < |€ — n] < €|¢],

also [n] > (1 — e)[€].

Um nun eine Aussage iiber ¢v zu treffen, verwenden wir zuerst Satz 1.38
und unterteilen dann das Integral in die Bereiche || < €[] und |n| > €[§| um
folgende Ungleichung zu erhalten:

(2m)"10(6)] = | / $(n) H(€ — ) dn|

< sup (o0 I + / 1B [6(€ — )] dn.
[n—¢&l<elg] nlSelel

Nach der Bemerkung zu Satz 1.29 gibt es ein M > 0, sodass
[0(&)] < C(1+[EhM.

In dem Bereich wo |n| > €|¢|, gilt [€ —n] < [|€] + 9] < (1 + ¢ Y)|n| und da
natiirlich auch 1 < (1 + ¢™!), kénnen wir schreiben

(2m)"|gu(€)| <

sup  |o(n)| 9]l + C / lo(m)| (1 + ¢ M (1 + )™M dn.
el el Inl>ele]

Aus der Analyse rund um die Situation wie in Abbildung 3.2 erhalten wir schlief3-
lich

sup(1 + €N gu(e)] < (1 - C)’ngp o)L+ 1) Il

L O e N / B (1 + )N+ dn < O
[n|>el€|
da (5 in S ist.

q.e.d.
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Ist X C R™ offen und u € D'(X), so setzen wir fiir z € X:

Se(uw) = [ Z(¢u). (3.2)
$ECFT(X),
¢ (x)#0

Lemma 3.6

Ist w € D'(X) und ¢ € C§°(X) eine Funktionenfolge, sodass ¢i(x) # 0 und
supp ¢r — x, dann gilt

Beweis

Nach Definition (3.2), gilt X, (u) C Z(pu), fir jedes ¢ € C§°(X) mit p(x) # 0.
Wir werden nun zeigen, dass es zu jedem offenen Kegel V' D 3, (u) ein € > 0
gibt, sodass

Y(pu) CV fir alle ¢ € C§°(Bc(2)), ¢(z) #0.

Aus dieser Aussage folgt die Behauptung, indem wir immer kleinere offenen
Kegel V' D 3.(u) betrachten und so sehen, dass die Folge ¢y irgendwann in
den zugehorigen Kugeln mit Radien € getragen ist und daher der Grenzwert in
jedem solchen V' enthalten sein muss.

Wir beniitzen die Kompaktheit der Einheitssphére um eine endliche Familie
von Funktionen (¢;);=1,.. % in C§°(X) zu finden, sodass ¢;(z) # 0 und

k
() S(¢ju) C V.
Jj=1

Es gibt dann ein € > 0, sodass B.(z) C supp ¢; fiir alle j und daher gibt es fur
jedes ¢ € C§°(Be(x)), ¢(x) # 0 ein ¢p € CF(X), sodass ¢ = ¢y - - - ¢, und aus
Lemma 3.5 folgt dann

S(ou) C [ ) Z(pju) C V.

j=1

Definition 3.7 (WF)

Sei u € D'(X). Dann heifit die abgeschlossene Teilmenge von X x (R™\0) defi-
niert durch

WF(u) ={(z,§) € X x (R"\0) : £ € Z,(u)} (3.3)
die Wave Front Set von u.

Aufgrund der vorangegangenen Diskussion ist die Wave Front Set von w ist
das Komplement der Menge aller (x,¢) in denen w mikrolokal glatt ist.
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Bevor wir im n#ichsten Kapitel die Theorie zum Begriff der Wave Front Set
vertiefen, priisentieren wir zunéichst noch eine alternative Charakterisierung der
Wave Front Set unter Verwendung von Symbolen von Pseudo-Differentialoperatoren.
Diese wird niitzlich werden, wenn wir in Abschnitt 3.5 die Wirkung solcher Ope-
ratoren auf die Wave Front Set untersuchen.

Satz 3.8

Seiu € 8" und (x,€) € T*R"\0. Es gilt (x,&) ¢ WF(u) genau dann, wenn eine
kegelformige Umgebung T' von (x,&) existiert, sodass

a(x, D)u € C* VY a € Sgop, (D).

Beweis

Analysieren wir die Definition von WF « aus (3.3) in Anbetracht von Lemma
3.5, so ist (zp,&) ¢ WF u, falls es U € U(xg) und V' € Ui (&) gibt, sodass (EZL
fir ¢ € C§°(U) in V schnell fallend ist. Wéhlen wir nun ¢, sodass ¢ = 1 in
einer Umgebung U; von xy und setzen I' = Uy x V| so ist dies eine kegelformige

Umgebung von (z9,&o). Fiir ein beliebiges a € Sg;,,(I') ist dann

a(z, D)u = a(z, D)(¢u) + a(z, D)((1 — ¢)u). (3.4)

Fiir den zweiten Term gilt a#(1 — ¢) € S~°°, da die Triiger der beiden Terme
disjunkt sind und daher alle Terme in der asymptotischen Entwicklung von #
identisch verschwinden. Nach Satz 2.26 ist daher a(z, D)((1 — ¢)u) € P C C°.
Der erste Term in der rechten Seite von (3.4) lautet

aw D)) = (2m)7" | 09 alo,€) Gule) e

wobei die Integration durch den Tréger von a beziiglich £ auf V beschrinkt
ist. Nach Voraussetzung ist aber @ in V schnell fallend und daher sind alle
Ableitungen von a(z, D)(¢u) beschriinkt, daher stetig (f' € L = f € C?)
und wir erhalten, dass a(z, D)u € C™.

Fiir die umgekehrte Implikation wihlen wir ¢ € C§°(I"), sodass p(z,&) =1
in K¢ :={(2,8) : |z —ao|+|[¢| — 1] < e} und ¢ € C§°, sodass ¥(£) = 1 in der
N&he von ¢ = 0. Damit setzen wir

§

€T, E) € Slgomp(r)

alw,€) = (1= 1(9)) ¢
und erhalten fiir ¢ € C§°(Be(x)), dass

a(z, D)(du) = / @8 a(, €) gu(€) dé € O,

\%4

wobei V = {¢£ : (z,£) € T fiir ein z}. Dies ist nur moglich, wenn &L inV
schnell fallend ist.

q.e.d.
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3.3 Eigenschaften der Wave Front Set

Um die Theorie um die Begriffe des Singular Supports und vor allem der Wave
Front Set noch etwas zu verbessern, werden wir einige Sétze sehen, die uns Auf-
schluss iiber die konkrete Bedeutung dieser Konzepte geben sollen. Im Anschluss
daran werden wir einige represéntative Beispiele von Disbtributionen behandeln,
fir die wir die Wave Front Set bestimmen. Wir beginnen mit einem Satz, der
einen Zusammenhang zwischen der Wave Front Set und dem Singuldren Tréger,
indem er uns erlaubt die Projektion der Wave Front Set mancher Distributionen
zu lokalisieren.

Satz 3.9

(i) Ist u € 8'(R™), dann ist singsuppu = {x € R™ | 3¢ £ 0: (2,6 €
WEF(u)}, die Projektion von WF w auf die erste Variable.

(it) Ist u € E'(R™), so ist L(u) = {£& € R* | Jz : (x,&) € WF(u)}, die
Projektion von WF u auf die zweite Variable.

Beweis

Ist @y ¢ singsuppu, so gibt es ein ¢ € C§°, p(xo) # 0, sodass ¢pu € C§°. Daher
ist @(f) fiir alle ¢ schnell fallend und %, (u) = 0.
(20,&) € WF w.

Ist 3., = 0, so folgt aus Lemma 3.6 insbesondere, dass es ein ¢ € C§°(X)
mit @(zg) # 0 gibt, sodass X(pu) = 0. Dies ist aber genau dann der Fall, wenn
ou € C.

Bezeichnen wir die Projektion von WF u auf die zweite Variable mit W,
so gilt W C ¥(u) schon aufgrund der Definition der Wave Front Set. Fiir die
Umgekehrte Inklusion weisen wir darauf hin, dass W eine abgeschlossene Menge
ist. In der Tat erhalten wir fiir u € £ die Menge {{ : £ € W und |{] = 1} als
Projektion einer kompakten Menge auf R™ x S"~! wobei hier S"~1 = {z €
R™ : |z| = 1}. Ist V eine kegelférmige Umgebung von W, so hat jedes x € R™
eine Umgebung U, sodass

Also gibt es kein &, sodass

Y(pu) c V' fiir ¢ € C5°(Uy).

Da wir u € &', also kompakt getragen, angenommen haben, kénnen wir supp u
mit einer endlichen Anzahl dieser U, iiberdecken und Funktionen ¢; € C§°(Uy;)
so wihlen, dass j ¢; = 1 in einer Umgebung von supp u. Damit gilt dann

Y(u) = E(Z ¢u) C | JS(gu) CV,

woraus die Behauptung folgt.

q.e.d.

Satz 3.10

Sei X € R™ offen und S eine geschlossene, kegelférmige Teilmenge von X X
(R™\0), dann gibt es u € D'(X) mit WF(u) = S.
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Beweis

Es geniigt die Aussage fiir X = R" zu zeigen, da man diesen Fall ansonsten auf
den Abschluss von S in R™ x (R™\0) anwenden kann.

Wir wihlen nun eine Folge (zy,0;) € S mit || = 1 so, dass jedes (z,0) € S
mit |§| = 1 Grenzwert einer Teilfolge ist. Sie ¢ € C§° und é = 1. Dann ist

u(x) = 3 k72 plk(x — ax)) e (@0 (3.5)
k=1

eine stetige Funktion in R™ und wir werden zeigen, dass WF(u) = S. Dazu
zeigen wir zuerst, dass WF(u) C S :  Falls (x0,&) ¢ S, so kénnen wir eine
offene Umgebung U von x(y und eine offene, kegelférmige Umgebung V' von &
wéhlen, sodass

U xV)ns=14. (3.6)

Wir schreiben u = uj + ug, wobei u; die Summe jener Terme aus (3.5) ist,
in denen zp ¢ U, und ug die Summe jener Terme mit z, € U ist. Es ist
uy € C* in einer Umgebung U; von zg, da alle bis auf endliche viele Terme in
U verschwinden, wenn Uy C U. Weiters ist

i2() = [ 30 k2 olh(o - ) o

€U
= 3 [ otkta - ) O
zeU
zpeU
= Yo [ a0
rrelU
und wir erhalten
7 —2-n 7 — kdo (T -
u2(§) = Z k 2 ¢ <£kk) e< k’ksek &) (37)
rrelU

Hierbei ist 0}, ¢ V wegen (3.6). Ist nun V; eine weitere kegelférmige Umgebung
von & mit V3 C VUO, dann ist [ —n| > ¢ (|¢] +|n|) falls £ € V4 und n ¢ V fiir
ein ¢ > 0, da dies fiir |£| + |n| = 1 erfiillt ist. Somit ist

€ — K0k > c (|E] + &%) > c €k, €eWn,

(allgemein gilt fiir a,b > 0: a® + b = (a +b)(a — b)? + a®b + ab® > a?b) und da
¢ € 5, folgt, dass 1z in V4 schnell fallend ist. Daher ist (xo, &) nicht in WF(u).

Sei nun (z9,&) € S. Wir wihlen x € C§° gleich 1 nahe zg. Um zu zei-
gen, dass (zg,&) € WF(u), miissen wir zeigen, dass Xu in einer kegelférmigen
Umgebung von & nicht schell fallend sein kann. Dafiir stellen wir zuerst fest,
dass

x(@) (k(z — zx)) = d(k(x — 1))

wobei ¢r(x) = x(§ + 2r) ¢(x) zu einer beschrinkten Menge in S gehort. Die
Fourier Transformation von xw ist ein Summe von der Art wie (3.7) mit ¢ ersetzt
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durch ¢. Ist x nahe zu xg und k grof3, dann ist ¢ = ¢ und wir erhalten fiir
beliebiges N

k30, —j39j|>‘N

TR0 > k= — Oy 3 ( j

J#k
Hierbei ist
K50 — 3°0;] > [k* = 5% > k> + kj + j> > kj  fiic k # j

und somit ist die Summe O (k~V). Wihlen wir N > n + 2, so erhalten wir fiir

grofle k, dass
INu(k®0) > k=" 72 /2

wenn xj nahe bei xg ist. Da (z, |g—g|) ein Grenzwert der Folge (z, 0y) is, folgt
dass u in einer kegelférmigen Umgebung von &y nicht schnell fallend sein kann.

q.e.d.

Satz 3.11

Sei V' ein linearer Unterraum des R™ und u = updS, wobei ug € C*(V) und
dS das euklidische Oberflichenmaf ist. Dann ist

WF(u) = suppu x (V+\0)

Beweis

Ist x € C§°, so gilt nach der Voraussetzung an u
Tl6) = [ e\ (@) uo(o) dS o).

Schreiben wir & = & + £, wobei ¢ € V und ¢’ € V*, so ist dies eine schnell
fallende Funktion in £, die auf keiner offenen Menge identisch gleich Null ist,
aufer yu = 0. Somit ist Yu in keinem offenen Kegel der V+ schneidet schnell
fallend, wenn dort nicht xu = 0 gilt, aber wir erhalten schnellen Abfall in jedem
Kegel in dem [¢] < C'|¢/].

q.e.d.

Satz 3.12
Falls v € D'(R™) in R™\0 homogen ist, dann gilt

(z,§) e WF(u) < (§,—x) e WE(4) fallsE#0 Az #0 (3.8)
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Beweis

Nehmen wir zuerst an, dass u in ganz R™ homogen vom Grad a ist, also u(tz) =
t*u(x) Vte R,z € R" Um (3.8) zu beweisen, geniigt es zu zeigen, dass fiir

xg # 0,8 # 0
(z0,80) € WF(u) = (§0, —70) &€ WF(2), (3.9)

da @ wiederum homogen ist (vgl. Satz 1.31) und (3.9) angewandt auf @ die
umgekehrte Implikation liefert: Ist (§o, —zo) ¢ WF (@) so erhalten wir aus (3.9),
dass (—z0, —&) ¢ WF (@) = WF(@) und es folgt (z0,&) ¢ WF(u).

Sei also (z9,&y) ¢ WF(u), dann gibt es U € U(xg),V € U(&y) sodass

(UxV)NWF(u) =0. (3.10)
Wir wéhlen ¢ € C3°(U), x € C§°(V) mit ¢ = 1 in einer Umgebung von zy und
X = 1 in einer Umgebung von &y. Um zu zeigen, dass (£o, —z¢) ¢ WF (i) miissen
wir die Fourier Transformierte von v = x4 in einer kegelférmigen Umgebung von

—xo abschitzen. Sei r > 0 so klein, dass ¢(z) = 1 fiir | — o] < 2r, |z — 20| < r
und t grof, dann ist

b (—tz) = Xt (—tz) = (2m) 7" { % @ (—tx) = { * @ (—tz)
= /X(—tx —z2)u(z)dz = /)A((—tx + 2)u(z)dz
= [ iy - ) ulw dy = " 50~ )

Wir setzen nun uy = u und u; = (1 —¢)u. Dann ist X(ug) Nsupp x = 0 wegen
Satz 3.9 und (3.10) und daher

(o, X (t(. — 2))) = /)2(15(2 1)) uo(z) d=
::J(/me—ﬂﬂz—w%€>X(g)uo(z)dgdz
= [[[ e wp(ande xte) de
= [ an(ee) x() e e

und somit schnell fallend fiir t — oo, da tN g (t€)x (&) fiir jedes N beschrinkt
ist. Weiters ist

(ur, X (t(. = 2))) = (u, (1 =) X(t(. — 2)))
ebenfalls schnell fallend, da
y =t (1=4(y) x(ty — 2))

fiir jedes N in S beschriinkt ist. Es gilt sogar |« — 29| <  nach Vorraussetzung
und |y—xo| > 27 in supp(1—1(y)), wodurch t < tly;—z‘ und |y| < ly—x|+|xo|+7.
Da x € S haben wir (3.9) gezeigt.
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Fiir den allgemeinen Fall verwenden wir, dass u eine Darstellung hat, als
u = w+wo + q(D)wi,

wobei w homogen, suppwg C {0}, wy(z) = || ™" /¢, falls  # 0 so, dass Wy (§) =
—log |¢] und ¢(§) ein Polynom ist. Der Beweis dieser Aussage verlangt ein viel
breiteres Wissen iiber homogene Distributionen und deren Fortsetzungen, als
es fiir uns in dieser Arbeit relevant ist und wir verweisen daher fiir Details auf
[Horm3].

Mit dieser Darstellung folgt, dass v — w und 4 — w abseits des Ursprungs in
C® sind und daraus folgt die Aussage.

q.e.d.

3.4 Die Wave Front Set von FIO

Als néchste Klasse von Funktionen, fiir die wir die Wave Front Set bestimmen
mochten, stellen wir die Klasse der Fourier Integraloperatoren (kurz FIO) vor,
die eine Verallgemeinerung der Klasse der WDO darstellt. Dazu werden wir auf
die Definition von oszillatorischen Integralen aus Abschnitt 2.2 zuriickgreifen.
Vorerst brauchen wir aber die folgende

Defintion 3.13

Sei X C R"™ offen und T" ein offener Kegel in X x (R™\0).
Wir sagen, dass eine Funktion ¢ € C*°(T") eine Phasen Funktion in I ist, wenn

(i) ¢(z,t0) =t ¢(x,0) if (z,0) €T, t >0
(ii)) In¢p>0in T
(iii) d¢p #0in T

Lemma 3.14
Sei ¢ eine Phasen Funktion in T'. Dann ist falls ¢)(z,0) =0, auch ¢(z,8) = 0.

Beweis

Wir zeigen die Negation der Aussage. Ist also ¢(z,0) = C # 0, so folgt aus
der Definition einer Phasen Funktion ¢(x,t0) = ¢-C. Dann ist - fir ¢t €
(I1—€,1+€) —¢p(x,t0) streng monoton steigend (falls C' > 0) oder fallend (falls
C < 0), wodurch ¢g(x, ) #£ 0.

q.e.d.

Wir erweitern nun den in Abschnitt 2.2 eingefithrten Begriff eines oszillatori-
schen Integrals fiir Fille, in denen beim trigonometrischen Anteil des Integran-
den eine Phase ¢ im Exponenten steht. Dazu erinnern wir daran, dass wir in
Beispiel 2.5 gesehen haben, dass a € S™ insbesondere bedeutet, dass a € Alml,
Die Konvergenzanalyse verlduft weitgehend analog zu dem hier behandelten
Fall. An die Stelle von Lemma 2.7 tritt dabei das nun folgende Lemma 3.15. Da
der Beweis jedoch zu weit vom Thema wegfiihrt, verweisen wir den interessierten
Leser auf [H6rm3, Theorem 7.7.1]
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3.4 Die Wave Front Set von FIO Mikrolokale Analysis

Lemma 3.15

Sei K C R*™ cine kompakte Menge und v D K eine offener Kegel. Ist k € Z,
sowie u € CF(K) und ¢ eine Phase auf T, dann gilt fiir alle w > 0

wk

/eiw¢(z,9) u(z,0) dx d@‘ <C Z sup |Do‘u|(|¢/|2 +Im ¢)\o¢|/2—k.

la|<k

Damit sind wir nun in der Lage die Klasse der FIO zu definieren.

Defintion 3.16 (FIO)
Sei X C R™ offen und ¢ eine Phase auf dem offenen Kegel I' C X x (R™\0),
sowie ' C I'U (X x {0}) ein abgeschlossener Kegel und a € Si  (F). Dann
definiert der stetige, lineare Operator

A:ur— /eid’(”’g) a(x,0) u(x) dr dd (3.11)
fiir u € C§°(X) eine Distribution. Wir schreiben wie gewohnt A(u) = (A, u),

wobei
A= /ew(-ﬂ) al.,0) do.

Satz 3.17
Sei A ein FIO wie in Definition 3.16, dann gilt

WF(A) © {(2,0,(2,0) : (2.0) € F A ghlw,0) =0} (3.12)
Beweis

Fiir (z,0) wie in der rechten Seite von (3.12) gilt zusétzlich nach Satz 3.14,
dass Im ¢(x,0) = 0 und da ¢ eine Phase ist, erhalten wir mit der Taylor’schen
Formel:

0 <Imo(y,t) =
Im ¢(z,0) +Im ¢, (z,0) (x — y) + Im ¢y(z,0) (6 —t) + Ro(Im ¢),

wobei Ry das Restglied der Taylorentwicklung vom Grad > 2 bezeichnet. Diese
Ungleichung kann aber nur fiir alle y € R™ gelten, wenn Im ¢/ (z,0) = 0. Das
heiBt also, dass ¢, (z,0) in (3.12) reellwertig ist.

Sei nun ¢ € C§°(X). Die Definition von A bedeutet, dass

DAE) = /e’“”’§> w(x)/e’“‘”ﬁ) a(z,0) df dx
// e C@N=@:E) () a(x,0) dedd

als oszillatorisches Integral. Zu zeigen ist, dass diese Funktion in jedem abge-
schlossenen Kegel V € R™, der

{¢,,(x,0) : (x,0) € F, x € supp®, ¢y(x,0) =0}
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nicht schneidet, schnell fallend ist. Es gilt dann fiir ein ¢ > 0:
Falls (z,0) € F, x € supp, £ € V, dann ist

1€ = & (,0)] + 101 & (, 0)| > (€] + 10])- (3.13)

Um dies zu zeigen, bemerken wir zuerst, dass ¢/, (z, ) und |0|¢y(x, 8) in F stetig
sind, mit dem Wert 0, falls & = 0. Aufgrund der Homogenitéit geniigt es die
Aussage fiir [£]+]0] = 1 zu zeigen. Wegen der Kompaktheit bleibt nur zu zeigen,
dass die linke Seite nie 0 wird, wenn (z,0) € F, x € suppy, £ € V. Ist 6 = 0,
so auch |¢) (z,0)] = 0 und es gilt | — ¢/ (z,0)| = 1. Falls 0 # 0, ¢)(z,0) = 0, so
gilt £ # ¢l (z,0), da £ € V, was (3.13) beweist.

Wir wihlen nun x € Cg°(R"™) so, dass x(f) =1, falls |§] < 1 und x(¢) =0,
falls |0 > 2, und setzen xo(0) = x(0), sowie

Xo(0) = x(27°0) — x(2'76), v > 0.

Wir erhalten dadurch ein Partition der Eins, da gilt

0o M
ZXU(G) = A}EHOOZXU(Q)
v=0 v=0
M
o . —v 1—v
= i X0+ 3ox(27) - x(20)
M M-1
= lim Yox@) - 3 x@27)
C>oU=0 w=0

mit der zusétzlichen Eigenschaft, dass
2=t <19 < 2°T1 fiir 6 € supp X, v # 0.

Driicken wir nun das oszillatorische Integral mit Hilfe dieser Partition der Eins
aus, so erhalten wir

PAE) = 3 G @O=@8) () x,(0) a(x,0) dxds.
>/

Jeder dieser Terme ist in S. Sei R = 2¥~!, dann kénnen die Terme mit v # 0,
durch eine Variablentransformation 8 = R, geschrieben werden als

R" // e Bo@ =8 () x1(0) alx, RO) dzdd, (3.14)

da xo(R0) = x(2772"710) — x(2'72°710) = x1(0).
Mit ®(z,0) := (Rp(x,0) — (x,£))/(R+|£]) und & € V folgt aus (3.13) innerhalb
des Tréagers von ¥(z)x1(0)a(z, RO):

@] + @4 > c(RIO] +[£])/(R+ [€]) > c.
Wir erhalten
|Dg D 4 (x)x1(0)a(z, RE)| < Cap R™.
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Nun erhalten wir fiir (3.14), unter Verwendung von Lemma 3.15 mit w = R+|¢],
und fiir £ > m + N + 1 gilt auflerdem die Abschétzung

CrR™™M(R+[E]) ™" < Cu R (RA|E)™ TP < CpRTg™ R fir ¢ e V.

Da > 217 = 2 schliefen wir, dass @(f) in V schnell fallend ist.
v=1

q.e.d.

Das Standardbeispiel in diesem Zusammenhang ist jener FIO, der die Losung
des Cauchy Problems darstellt. Wir wollen uns die Bedeutung des letzten Satzes
anhand dieses Beispiels nochmals ansehen.

Beispiel 3.18

Die Losung des Anfangswertproblems

—2 82E . n+1
W(m,t) — AE(x,t) =0 fiir (z,t) €R
E(2,0) =0
OF
O (2,0) = do(a)

ist gegeben durch den Fourier-Integraloperator

, , d¢
E(gg7t):(QW)—"/(el(ct\éH(%&))_el(—ct\§\+(w7€>)) e
2ic|¢]

Beweis

Der erste Schritt in diesem Beweis besteht darin, die gegebene partielle Dif-
ferentialgleichung in n + 1 Variablen in eine gewohnliche Differentialgleichung
in ¢ umzuwandeln. Dies geschieht mittels Fouriertransformation des Problems
beziiglich x. Wir erhalten

LK

oz ED +EPEE D) =0 (3.15a)
E(¢,0) =0, %If(f,o) =1, (3.15D)

da nach Satz 1.25(ii) (Z o2, E) 1€) = —|¢]2E(€) und fiir die Delta Distribution

gilt, dass 6y(€) = [ €/*€8y(z)dz = ¢® = 1. Die Differentialgleichung (3.15a) ist
dquivalent zu
0*E
ot?

und hat die allgemeine Losung

(g, t) = _(C|§|)2E(€’ t)

B(&,1) = A(€)eitelel 1 B(g)eitelél
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Einsetzen in die Anfangswertbegingungen liefert

0= E(£0) = A) + B(¢)

OF . )
1= 28 (c.0) = iclelA(e) - ielel B(e)
und wir erhalten —B(§) = A() = ﬁlél Fiir das Transformierte Problem ergibt
sich B(¢,t) = ﬁm(eitdil — e~ "elél) und nach Anwendung der inversen Fourier

Transformation erhalten wir als Losung des Cauchy Problems

o ey » de
_ n [ i@ gitelel _ —itelely_9E
E(z,t) = (2m) /e (e e )2ic|§\

q.e.d.

Wir erhalten also als Losung die Differenz zweier oszillatorischer Integrale mit
Phasen ¢(z,t,&) = (x, &) £ ct|€]. Aus Satz 3.17 folgt, dass wir aus den Gradien-
ten von ¢ beziiglich (z,t) und ¢ eine Lokalisierung der Wave Front Set von E
bekommen. Diese sind gegeben durch

o(2,t,6) =€ und  ¢y(,1,§) = Fcl¢| und %ma:xi%.

und wir erhalten
tc
WE(E) C {((z.1), (& clé])) = == G
Somit ist (x,t) € singsupp E nur moglich, wenn ein £ # 0 existiert, sodass

x = *tc€/|€|. Dies ist aber immer der Fall, wenn |z| = ¢|t|, oder formal hinge-
schrieben

0}.

singsupp E C {(z,t) : |z| = clt|}

3.5 Wirkung von YDO

Als Abschluss dieses Kapitels, wollen wir uns damit befassen, wie die Anwen-
dung eines YDO das mikrolokale Verhalten einer Distribution beeinflusst. Die
folgenden Resultate sind fiir die Entwicklung und Kombination dieser Theorien
entscheidend.

Satz 3.19
Jeder Pseudo-Differentialoperator a(x, D) € U™ ist pseudo-lokal, das heifit:
sing supp (a(x, D)u) C singsuppu Yu € S’

Auflerdem gilt sing supp (a(x, D)u) = sing supp u im Fall von elliptischen Ope-
ratoren a.
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Beweis

Setzen wir Q = R™\ sing supp u, so gilt fiir alle ¢ € C§°(Q), Yu € C§° und wir
wéhlen zu jedem ¢ € C§°(Q) ein ¢ € C§°(Q), mit ¢» = 1 in einer Umgebung
von supp ¢ und konnen schreiben

pa(z, D)u = pa(z, D)(Yu) + pa(z, D)((1 = ¢)u).

Unter Verwendung der Aussagen von Lemma 2.26 ist dann der erste Term in
S, da Yu € C§° C S. Der zweite Term ist von der Gestalt b(x, D)u, wobei
b= pa#(l —1) € S7°°, da pa und 1 — ¢ disjunkten Triger haben und daher
alle Terme in der asymptotischen Entwicklung der Verkniipfung # identisch
verschwinden. Daher ist a(x, D)u in Q glatt und es folgt sing supp (a(x, D)u) C
sing supp u.

Ist a elliptisch, so existiert ein b € S und ein r € S7°°, sodass b#a—1 = r.
Daher gilt v = b#a(x, D)u — r(x, D)u, wobei nach Lemma 2.26 r(x,D)u €
P C C®. Also ist singsuppu = singsupp(b#a(x, D)u) C singsupp(a(z, D)u),
woraus die Behauptung folgt.

q.e.d.

Satz 3.20
Jeder Pseudo-Differentialoperator a(x, D) € ¥ ist mikro-lokal, das heifst:

WF (a(z, D)u) € WF(u) C WF (a(z, D)u) U Char(a) VueS'.

Beweis

Nehmen wir an, dass (xg,&) ¢ WF« U Char(a), dann gibt es eine kegelférmige
Umgebung I' von (2o, o), sodass fiir ein b € S und alle ¢ € Sg5, (') gilt

c#a(z,D)u e C* und b#Ha—1€ 5. 7).

Fiir jedes d € Sg5,,,,(I') erhalten wir dann d#(1 — b#a) € S™°° und wir kénnen
d#b darstellen als d#b = ¢ +r mit ¢ € Sg;, (') und r € S7°°, wodurch wir
erhalten

d(z, D)u = d#(1 — b#a)(z, D)u + c#a(x, D)u + r#a(x, D)u.

Der erste und letzte Term dieser Darstellung sind nach Lemma 2.26 in P, da
die Operatoren in ¥~°° sind. Der mittlere Term ist nach Voraussetzung in C'*°,
sodass d(x, D) € C*°.

Ist nun (z,&) ¢ WFu, so ist — fiir eine kegelférmige Umgebung T' von
(z0,&0) und alle b € Sg5, (T') = b(x, D)u € C*°. Wir kénnen dann fiir jedes
¢ € Sgomp(I) schreiben c#a = b+ 7, fiir ein b € Sg5, (T') und ein r € S™.
Dann ist c#a(z, D)u = b(x, D)u+ r(x, D)u, wobei die beiden Terme glatt sind,
da r € S7°° und b(x, D)u nach Vorausetzung in C'™ liegt.

q.e.d.
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Bemerkung

Per Definition ist ein Punkt (x,&) genau dann nicht-charakteristisch fiir ein
Symbol a, wenn a in (x,&) elliptisch ist. Daher ist fiir ein elliptisches Symbol
a, die Menge der Charakteristischen Punkte gleich der leeren Menge. Aus Satz
3.20 folgt dann, dass WF(a(x, D)u) = WF u.

Definition 3.21 (Bicharakteristiken)
Sei p € C°(T*R") eine reell-wertige Funktion. Jene Kurven (t) = (z(¢), £(t)),

die den Differentialgleichungen

dzx d¢

g = (2,6 o=

geniigen und die in einem Punkt beginnen, in dem p verschwindet, heilen Bi-
charakteristische Kurven von p.

Bemerkungen

(i) Definieren wir das Hamilton Vektorfeld von p durch

so handelt es sich dabei um einen Differentialoperator erster Ordnung.
Das Problem H,u = 0 ist von der Form H, (v, ve, 2z, z,§) = 0, wobei

Hp(vzvv&ZaI,E) = <a§p(z7£)avz> - <8zp(x,§),v5>

Darin reprisentiert die z Variable die Losung v und die v Variablen die
entsprechenden Ableitungen von u nach x, bzw. £&. Dann entsprechen die
definitorischen Gleichungen der Charakteristischen Kurven von H,

dx d
at O, Hy = O¢p(x,§) und dif = Oy My = —02p(x,€)

den Gleichungen in (3.16). Die Bicharakteristischen Kurven eines Symbols
p sind also genau jene Charakteristischen Kurven des Hamilton Vektorfelds
H,, die im Anfangspunkt verschwinden.

(ii) Ist v(t) = (z(t),&(¢)) eine Losung von (3.16), so gilt

d L dx e B
pr p(v(t)) = Oup s Oep i 0zp Ogp — Oep Oup = 0

fiir alle ¢ > 0. Daher ist p auf v konstant, p(x(t),&(t)) = p(zo,&o), oder
anders formuliert ist  in einer Niveaumenge von p enthalten. Insbesondere
ist p entlang einer Bicharakteristik identisch gleich Null.

Satz 3.22
Sind p,q € C®°(T*R"™) reell-wertige Funktionen und gilt in einem Punkt (x9,&p)

p(20,80) =0 und q(zo,8) # 0,

so sind die bicharakteristischen Kurven von p und pq nahe (xq,&o) lokal ident,
allerdings unterschiedlich parametrisiert.
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Beweisskizze

Aufgrund von Bemerkung 2 zu Definition 3.21 sind die Bicharakteristiken von
p und pq in der Menge {(z,£) : p(x,&) = 0} enthalten. Auf dieser Menge gilt

Hpy = (q0¢p, 0z) — (qO2p, O¢) = qH,,.

Daher hat das Hamilton Vektor Feld von pq - bis auf eine Umparametrisierung -
lokal die gleichen Integralkurven wie das Feld von p und die beiden Funktionen
haben, ebenfalls lokal, die gleichen Bicharakteristischen Kurven.

q.e.d.

Lemma 3.23

Sei b € S so, dass b—b* € S°, sei s > 0 und I = [—s,s]. Dann gibt es fiir
jedes k € 7, eine Konstante p abhingig von k, sodass fiir alle w € C°(I; H*1)N
CY(I; H*)

sup le"" w(®) gy < lle™ w(s)ll) +2/ [l (D¢ — ib(x, D))w(t)l|wydt,
S I

und

sup le™  w(®)llgy < lle" w(=s) ) +2/ le™"* (9 — ib" (ar, D))w(t) |y dt
S I

gilt. Auperdem hat — fiir jedes g € C°(I;8S) und jedes x € S — das Cauchy

Problem
(0 —ib(x, D))w(t) = g(t) (3.18)
w(s) = x

genau eine Losungw € |, C°(I; H*) und diese Lésung erfiillt w € (), C°(I; H).

Beweis
Da b — b* € SO haben wir fiir jedes w € CO(I; H')
|2 Re (e"tib(z, D)w(t), e’ w(t))| = [{(i(b — b*)(x, D)e! w(t), e’ w(t))]
< C e w(®)l)

Wiéhlen wir u > C/2, so kiénnen wir fiir w € C°(I; H') N C*(I; H?) schreiben

d

et w2, = 24 e (t) ) + 2 Re (e Dy (t), e ()
> (24— C) " w(t)|%) + 2Re (e4(d, — ib(z, D))w(t), e w(t))
> —2e# (8, — iblx, D))w(®)l|o) " w(t)] o)

Wir verwenden nun die Notation W (t) = e w(t)||(0), M = sup;c; W(t) und
A = [, ||e"(dy — ib(x, D))w(t)||(o)dt. Integrieren wir diese Abschétzung iiber
dem Intervall [¢, s] und nehmen dann das Supremum iiber alle ¢ € I, so erhalten
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wir die erste Energieabschiitzung fiir k = 0. In der Tat ist dann M? < W (s)? +
2M A, sodass (M — A)? < W (s)? + A? und schlieBlich M — A < W(s) + A.
Fiir k£ # 0 haben wir dann

(8 — i\ Hb#A ") (2, D)A" (D)w(t) = A*(D)(9, — ib(x, D))w(t),

und da fiir by, := A #b#\~F € ST wieder gilt by, —b; € S kénnen wir das vorige
Resultat verwenden, wobei p diesmal von k& abhéngt, um zu erhalten

sup ¥ X (DB < N (D)u()o
1o / ™ X< (D)@, — ib(z, D))w(t)l|oydt,
I

was — aufgrund der Definition der Sobolevraum-Normen — genau unserer ersten
Energieabschiatzung entspricht.

Die zweite Abschiitzung in w(—s) und b* kann auf die gleiche Weise herge-
leitet werden, wenn wir ¢ durch —t ersetzen, da auch b* — (b*)* € S°.

Die Eindeutigkeit der Losung des Cauchy Problems erhalten wir als Konse-
quenz der Energieabschéitzungen. Hétten wir zwei solche Losungen in | J, C°(I; H)
fiir die gleichen Daten g und y, dann wiire deren Differenz w(t) € C°(I; H*+1)
fiir ein k € Z und es wiirde dyw(t) = ib(z, D)w(t) und w(s) = 0 gelten. Die Glei-
chung fiir dyw(t) zeigt, dass w € C*(I; H), wodurch wir die Energieabschétzun-
gen anwenden konnen und es folgt w(t) =0 fir ¢t € 1.

Mit der zweiten Energieabschéitzung beweisen wir auf die gleiche Art, dass
das duale Cauchy Problem

(00 — ib" (2, D)) (t) = (1)
(—s5) =0

hochstens eine Losung ¢ € |J, C°(I; H*) hat.

Um die Existenz und Glattheit des Problems zu erhalten, werden wir zeigen,
dass das Cauchy Problem mit Daten g und x fiir jedes k& € Z eine Losung
wy, € CO(I; H*~1) besitzt. Aufgrund der eben gezeigten Eindeutigkeit, sind alle
diese Losungen gleich einem einzigen w € (), C°(I; H*).

Wihlen wir ein beliebiges ¢ in

(3.19)

E = {(9 — b (x, D))(t) : ¥ € Cg°(R x R™), supp s C {(t,) : ¢ > —s}},

so hat das Cauchy Problem (3.19) eine Losung v € C°(I;S), niimlich die Re-
striktion von ¢ aus der Definition von E. Wie wir zuvor schon gesehen haben, ist
diese Losung eindeutig und sie erfiillt die Energieabschatzung sup,¢; [[¢()](—x) <
Cr [7 o)l =k dt fiir jedes k € Z. Fiir fixes g € C°(I;S) und x € S definieren
wir ein lineare Funktional W auf E durch

W (o) = (v (s)) — / (9(8), (),

I

wobei ¢ die eindeutige Losung des obigen Cauchy Problems ist. Wir erhalten

Wl < (g + [ lo®llode) sup 1Ol < Ci [ ol
I tel 1
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sodass W beziiglich der Norm des Raums L'(I; H~") stetig ist. Nach dem Satz
von Hahn-Banach existiert daher ein Element w € L>(I; H*) ~ (L'(I; H")Y,
sodass

(v(s) = [ tate)wtendt = [ (o). 0= . D)o
fiir alle ¢ € C§°(R x R™) mit suppy C {(¢t,z) : ¢ > —s}.

Wenn wir uns auch Funktionen ¢ € C§° mit suppy C Q := {(t,z) : [¢| < s}
beschrinken, verschwindet der Term (x,#(s)) und die vorige Gleichung lautet
dann (9;—ib(x, D))w(t) = g(t) in Q. Daraus folgt, dass O;w € L>®(I; H*1), also
w € CO(I; H*~1) und gleichermafien w € C*(I; H*~2). Aufierdem kénnen wir zu
jedem ¢ € C§°(R™) ein ¢ € C3°(R x R™) konstruieren, sodass supp ¢ C {(¢,z) :
t > —s} und ¢(s) = ¢. Durch partielle Integration von [, (w(t),dyt(t))dt, er-
halten wir (w(s), ) = (x,¢), wodurch bewiesen ist, dass die Funktion w €
CY(I; Hk 1) eine Losung des Cauchy Problems (3.18) mit Daten g und Y ist.

q.e.d.

Satz 3.24 (Propagation of Singularities)

Sei a(z, D) = 3, <m a (x) D* ein linearer Differentialoperator mit reellem
Hauptsymbol p(x,€) = Z‘al —m o () D*. Falls u € 8" Losung einer Gleichung
a(x,D)u = f mit f € C™ ist, so ist WF(u) eine Vereinigung von Bicharakte-
ristischen Kurven p.

Beweis

Da WF u eine abgeschlossene und eine bicharakteristische Kurve v eine zusam-
menhingende Menge ist, ist WF u N v offensichtlich eine abgeschlossene Teil-
menge von . Wenn wir wiissten, dass WF u N« auch offen ist, so ist dieser
Durchschnitt fiir jede Bicharakteristik entweder die leere Menge oder die ganze
Kurve. Wihlen wir nun zu jedem Punkt (2, &) € WF u jene bicharakteristische
Kurve v, die in (x,&) beginnt und deren Durchschnitt mit WF u daher nicht
leer ist, so muss vy ganz in WF u enthalten sein und es folgt die Behauptung. Es
geniigt also zu zeigen, dass fiir ein fixes (xg, &) € WF u, die bicharakteristische
Kurve v(t) = (x(¢),£(t)), die in diesem Punkt beginnt, lokal in WF « enthal-
ten ist. Wir werden annehmen, dies wire falsch und diese Annahme auf einen
Widerspruch zuriick fithren.

Nach Voraussetzung ist a(x, D)u € C* und nach Satz 3.20 gilt daher
WF v C Char(a). Da elliptische Symbole die Wave Front Set nicht beeinflussen
und wir nur an dem Verhalten von u in einer Umgebung von (zg, £p) interessiert
sind, betrachten wir ab sofort v = A™~1(D)(¢yu), wobei wir ¢ € C§°(Ba.(z0))
so wihlen, dass ¢ = 1 in Bc(zg). Diese Distribution v bietet den Vorteil, dass
sie, fiir fixes ¢ € C§°(Be(x0)), mit ¢ = 1 in Be/3(x0), eine Gleichung der Art
b(z,D)v = ¢ f € C&° erfiillt, wobei b(x, D) = () a(x, D) \!=™(D) ein Opera-
tor in ! ist. AuBerdem gilt fiir das Symbol von b(z, D)

b(z,€) = p(a)#talz, O#N T (€) = p(z) alz, &) X' (¢),

da ¢ nur von z und A! =™ nur von £ abhingt (vgl. Bemerkung zu Satz 2.16). Wei-
ters ist dieses Symbol polyhomogen, da alle drei Faktoren es sind, mit Haupt-
symbol q(z,&) = (x)p(z,€) [€}~™ (vgl. Definition 2.13, sowie die Beispiele
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2.14). Nach Voraussetzung ist p(z, £) reell-wertig und daher gilt Selbiges auch
fiir q(z, ). Die Bicharakteristiken von p und ¢ sind in der Nihe von (z9, &)
ident, da fiir Richtungen in der Wave Front Set £, # 0 gilt und somit wegen
o(z0)]&|1™™ # 0 die Voraussetzung von Satz 3.22 erfiillt ist.

Der Widerspruch, den wir erreichen werden, ist (zg,&) ¢ WFv = WF .
Bezeichnet I wieder ein Intervall (—s,s), so werden wir dazu eine Funktion
c(t) € C*(I; S°) konstruieren (es ist dann fiir jedes fixe ¢ € I der Funktionswert
c(t) ein Symbol in S° und wir schreiben auch c(t, x, £) dafiir ), sodass ¢(0, x, ) in
(x0,&p) elliptisch ist und ¢(0,z,&)v € C* gilt. Speziell werden wir Funktionen
g € C°(I;8) und y € S finden, sodass w(t) := c(t, x,&)v eine Losung von (3.18)
ist. Um die Aussagen von Lemma 3.23 anwenden zu koénnen, miissen wir noch
nachpriifen, dass unser Symbol b die Voraussetzung b — b* € S° erfiilllt. Wir
wissen aus der asymptotischen Entwicklung der Adjungierten, dass b* —b € S°,
weswegen zu zeigen bleibt, dass b — b € S°. b ist polyhomogen und hat daher
cine Entwicklung, etwa b ~ 37 b;. Klarerweise ist dann b — b~ 3>, b; — b;. Da
jedoch by = q reell-wertig ist, ist der erste Term dieser Darstellung identisch
gleich Null und somit die Voraussetzung erfiillt. Haben wir also Funktionen g
und x gefunden, so wird aus 3.23 folgen, dass w(0) = ¢(0,x,&)v € H* C C*.

Aus Griinden der Einfachheit fixieren wir an dieser Stelle die folgenden bei-
den Notationen:

(i) Hat a € S™ die asymptotische Entwicklung a ~ 3, a;, so bezeichnen

wir mit 'r((lk) den Rest in S* nach Abzug der ersten m — k — 1 Terme der
Entwicklung. Das heif3t

r((lk) =a-— Z a;.

j<m-—k

(ii) Fiir zwei polyhomogene Symbole a € S™ und b € S', mit reell-wertigen
Hauptsymbolen p bzw. ¢, schreiben wir [a, b] fiir das Symbol deren Kom-
mutator,

[a,b] := a#b — b#a.

Mit a#b bzw. b#a hat auch dieses Symbol eine Entwicklung und wir
schreiben [a,b] ~ 3 [a,b];. Fiir den ersten Terme gilt

[a,blo = ab —ba = 0,
weswegen [a, b] in S™T!~1 liegt. Auerdem berechnen wir noch explizit

[a/a b]l = ZaflpDqu - aquDwJp

Jj=1

= —i ((O¢p, 02q) — (0, 0cq) )

wobei H,, das Hamilton Vektorfeld von p bezeichnet (vgl. (3.17)).
Wir wihlen nun c(t) ~ > ¢;(t) so, dass ¢ polyhomogen ist und

d(t) == dye(t) — i [b, c(t)]
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eine stetige Funktion in ¢ mit Werten in S~ ist. Nun gilt mit b € S' und
c(t) € SY vorerst d(t) € S°. Der erste Term co(t) soll also so gewihlt werden,
dass do(t) = 0 gilt. Modulo S~1 gilt

Dhe(t) — i [b, e(t)] = Du(eo(t) + 1) —ila+ 1" eot) +r{Y)
= dueo(t) =i ([, co(®)] + g, V) + [ co (D] + 1”70

(t) -
:6tCo(t) *'L[QaCO( )]1
Zat(}o(t) H CO( )

Wir erhalten dann als definierende Bedingung von c¢y(t) das Cauchy Problem

(0 — Hg)co(t) =0

co(0) = (2, ). (3:20)

Mithilfe des Anfangswertes c?(z, €), den wir uns noch vorgeben koénnen, behalten
wir die Moglichkeit, das fiir uns eigentlich relevante Symbol ¢(0, x, £) zu steuern.
Vorldufig verlangen wir nur, dass ¢® homogen vom Grad 0 und elliptisch in
(z0,&0) sein soll.

Bei der Wahl von ¢ (t) € S™1 verwenden wir nun, dass co (3.20) erfiillt und
erhalten modulo S—?2

Ope(t) — i [b,c(t)] = O(co
= 8t(CO

= 8t01 (t
= 3,501 (t

t)+er(t) + D) —ifg+ i colt) + ea(t) + 2]
t) +e1(t)) — i ([g, co(8)] + [g e ()] + [, co(t)] )

) =i ([g,co®)]2 + [a.er (D)1 + [, co(t)]1)
) — Hyer (1) — r1(t),

(
(

wobei r1(t) = i([g,co(t)]2 + [réo),co(t)]l ). Somit soll ¢1(¢) folgendes Cauchy
Problem lésen

(at ) C1 (t) 1 (t)

Fiihren wir diese Analyse weiter durch, so erhalten wir fiir j > 1 eine Folge von
Problemen

(0 — Hy)c;(t) = r;(t) (3.21)
](O) =0,
wobei r;(t) nur von b und den schon bekannten Symbolen co(?),...,cj—1(¢)

abhéngt und das Vektorfeld 0; — H, reell ist.
Es handelt sich bei diesen Problemen um Differentialgleichungen erster Ord-
nung von der Form Fj(vg,ve,vt, 2,2, &,t) = 0, wobei

Fj(vzvvgvvtvzaxagvt) = T'j(t,x,g) — v+ <8§q($»£)7vz> - <8zq(x,§),v§>.

Hier reprisentiert die z Variable die Léung ¢; und die v Variablen die entspre-
chenden Ableitungen von c¢; nach z,&, bzw. t. Die Charakteristischen Kurven
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n;(s) = (z(s),&(s),t(s)) ergeben sich dann aus

d

d;: = 8, Fj = Deq(x(s),£(s))
d

® = DBy = ~Buq(a(s),€(5))
% = aUtFj =1

Aufgrund der letzten Gleichung kénnen wir den Paramter s mit ¢ identifizieren
und betrachten fortan die Projektion n;(t) = (x(t),£(t)). Jene charakteristi-
schen Kurven 7;, die durch (z¢, &) gehen, sind daher alle gleich der Bicharak-
teristik v und wir erhalten die Losungen der Probleme (3.20) und (3.21) entlang
~ als Losungen von

dv, dve dvy

S _ 9, F;, ey St _o,F,
dt i dt ¢ dt thd
dz

pri (0uFj,v), wobel O,F; = (8vaj,5‘v§Fj,8vtFj), v = (v, Vg, Uy).
Diese Probleme sind gewohnliche Differentialgleichungen erster Ordnung und
konnen, dank des Satzes von Picard-Lindeldf, in der selben Umgebung von
(20,&0) gelost werden und auBlerdem iibertrigt sich die Homogenitéit in & der
rechten Seiten r; auf die Losungen. So ist jedes ¢;(t) getragen im Tréger von
¢o(t). und in € vom Grad —j.

Stellen wir die zusitzliche Bedingung an ¢, den Anfangswert von (3.20), dass
co € Sf;’omp(I‘) fiir eine kleine kegelformige Umgebung I" von (zo, &), so kénnen

wir ¢;(t) aufgrund der Homogenitét zu einem Symbol in S I (I') erweitern

komp
(setze cj(z,t&) = t7Ic;(x, &) fiir ein € klein genug und alle ¢ > 0).
Damit wéhlen wir nun das Symbol ¢() als ¢(t) ~ 3_; ¢;(t) nach Lemma 2.12
und dieses ist nach Konstruktion polyhomogen. Fiir jedes s im Definitionsbe-
reich von ¢ liegt der Triger von c(s) in einem kleinen Kegel um (z(s),&(s)).
Laut unserer Annahme, gibt es nun so ein s, sodass (z(s),&(s)) ¢ WF v und
daher ist w(s) = ¢(s,z, D)v =: x € C* (sogar x € C§°, da der Triger von c(s)
in & kompakt ist).
Nach Lemma 1.37 ist die Distribution in einem Sobolev Raum, sodass v =
A" YD)(pu) fiir ein N € Z; in H™V ist. Dann ist w(t) = c(t,z,D)v €
COI; H-N), da c € C°(I; S°). Setzen wir nun

g(t) == d(t,z, D)v —ic(t,z, D)b(x, D)v,

so erfiillt — wegen der Konstruktion von c¢(t) — die Distribution w(t) die Glei-
chung dyw(t) — ib(x, D)w(t) = g(t). AuBerdem ist der erste Term in der Defini-
tion von g in C°(I;S), da d € C°(I; S~°) und v = A~ 1(D)(vu) mit Yu € &'.
Insgesamt wird also ein gliattender DO auf eine Disbtribution mit kompak-
tem Trager angewandt. In Lemma 2.26 haben wir gezeigt, dass wir dabei eine
schnell fallende Funktion erhalten. Genauso ist der jedoch auch der zweite Term
in C°(I;S), da b(z,D)v = ¢f € C§° und wir erhalten, dass w eine C°(I;S)
Loésung des Cauchy Problems (3.18) ist. Daher ist w € (), C°(1; H*) und somit
ist co(z, D)v = w(0) € H>® C C*° wie behauptet.

q.e.d.
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Kapitel 4

Die stetige
Curvelet-Transformation

In diesem Kapitel stellen wir die stetige Curvelet Transformation (kurz CCT
= ’Continuous Curvelet Transform’) aus [CanDol] vor. Es handelt sich dabei
um eine gerichtete Transformation — fiir Distributionen f € S’'(R?) — von drei
Parametern: einem Level a, einem Ort b € R? und einer Richtung 6.

Wir werden beweisen, dass fiir die CCT eine Calderon-artige Reproduktions-
formel existiert und uns danach an verschiedenen konkreten Beispielen ansehen,
dass die CCT fiir ¢ — 0 immer schnell fallend ist, aufler wenn das Tupel (b, 0)
mit Ort und Richtung einer Singularitét von f iiberein stimmt, also in der Wave
Front Set von f liegt.

Die allgemeine Giiltigkeit dieser empirische Beobachtung werden wir im An-
schluss beweisen.

Den Abschluss dieses Kapitels bildet ein Abschnitt, der eine gerichtete Wa-
velettransformation vorstellt, die in einem gewissen Sinn zur CCT &quivalent
ist. Die Motivation dafiir ist, dass wir diese im néchsten Kapitel, zusammen mit
der CCT, diskretisieren werden.

4.1 Definition der Curvelets

Diese im Anschluss beschriebene Transformation wird im 2-dimensionalen Raum
durchgefiihrt. Ab sofort sind daher die bisher verwendeten Variablen x (Ortsva-
riable) und ¢ (Frequenz-Bereich Variable) € R?. Auilerdem werden wir in Folge
die Variablen r und w als Polarkoordinaten im Frequenzbereich verwenden.

Zur Entwicklung einer Curvelet-Basis brauchen wir zunéchst zwei glatte,
nicht negative und reellwertige Fensterfunktionen (*window functions’), mit de-
ren Hilfe wir den Trager der Curvelets im Frequenzbereich (also der Fourier-
transformierten) kontrollieren werden.

Sei also

~ W: R* — R* das Radialfenster, supp(W) C (2,

2) und
~ V: R — RT das Winkelfenster, supp(V) C [~1, 1]
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4.1 Definition der Curvelets Die stetige Curvelet-Transformation

Die konkrete Wahl dieser Funktionen ist nicht wichtig, solange diese nur die
folgenden Zuldssigkeitsbedingungen erfiillen:

> d
/ W(a,r)Qza =1 Vr>0 (4.1)
0

/1 V(u)?du = 1. (4.2)

-1

In dieser Arbeit werden wir allgemein annehmen, dass V und W aus C*° sind.
Die Familie der analysierenden Elemente wird von drei Parametern abhéingen:
Dem Level a > 0, dem Ort b € R? und der Orientierung 0 € (—n, ).

Definition 4.1
Das erzeugende Curvelet eines Levels a definieren wir mittels eines Ubergangs
zu polaren Fourier-Koordinaten (r,w) und setzen

Aavo(rw) = W(ar) V(%) 1 0<a<ag (4.3)

Hierbei bezeichnet ag das grobste Level unseres Problems. Es muss notwendi-
gerweise ag < 72 gelten, da sonst supp V(ﬁ) D (—m, 7. An einigen Stellen in
der Entwicklung der Theorie werden wir allerdings a < 1 verwenden wollen und
wir fixieren daher fiir diese Arbeit ag = 1.

Definition 4.2

Auf jedem Level a wird die Funktionenfamilie durch Translation und Rotation
eines Basiselements 7,09 erzeugt:

Yabd = ’}/aOO(fi—Q(aj - b))7 (44)
wobei 0 "
cos —sin
Ry = ( sinf  cosf ) (4.5)

die 2x2 Rotationsmatrix um 6 Rad ist. Wir nennen diese Familie von Funktionen
Curvelets.

Satz 4.3
Aus den beiden obigen Definitionen ergibt sich allgemein:
; -0
() = D Wlar) V(E) o (46)
a

cosw
sin w

wobei e, = ( ) den Einheitsvektor in Richtung w bezeichnet.

78



4.1 Definition der Curvelets Die stetige Curvelet-Transformation

Beweis

Yab0 (&) = (Yaoo(R—g(z — b)) (£)
- / =15 q400(Rg(z — 1)) dx

Substituiert man nun z = R_g(x — b), so gilt dz = |R_g|dz = dz und =z =
Rypz + b. Es folgt dann weiter, dass

Saba (€) = / emiRoZE) =i 0.6) 0 (2)

= ¢~ Hb:E) /e—i<z,Rfe£> Ya00(2) dz

= e "% 5,00(R_g8)
Geht man nun zu Polarkoordinaten iiber (§ = re,) , so erhdlt man aus der
Definition des Curvelets J400 in (4.3)
—irieet) §00 (rw — 0)

=e e Wiar) V(w\/_ae

Yabo(r,w) = e

) a3/4
q.e.d.

Bemerkung

Insbesondere folgt aus der Darstellung (4.6), dass 4,09 fiir alle a und 6 eine
reell-wertige Funktion ist.

Definition 4.4 (CCT)

Mit dieser Familie von Curvelets ausgestattet, konnen wir nun die Stetige Cur-
velet Transformation (CCT - ’Continuous Curvelet Transform’) 'y definie-
ren. Dies ist folgende Funktion von einer Skalierungs-, einer Orts- und einer
Richtungsvariable:

Ty(a,b,0) = (f,vabe), a < ag, beR? e [-m— 1,7+ 1] (4.7)

Bemerkung

Diese Definitionen, sowie spétere Abschéitzungen konnten zu einer Sichtweise der
Curvelets als skalierte Transformationen eines einzigen erzeugenden Curvelets
fithren, wie wir sie im letzen Abschnitt dieses Kapitel sehen werden. Allerdings
ist es sehr wichtig festzuhalten, dass die Curvelets 7,49 keiner echten paraboli-
schen Skalierungsvorschrift gehorchen, sprich es gibt kein 'Basis Curvelet’ 1o,
sodass:

Yabd = Y100 (Paﬁ(x - b)) Det(Pa,9)1/2

Die weitreichende Ahnlichkeit der Curvelets zu einer solchen Transformation
wird jedoch bei deren Analyse, vor allem im diskreten Fall, eine grofle Rolle
spielen. Mehr dazu folgt im letzten Abschnitt dieses Kapitels, sowie im néchsten
Kapitel iiber die diskrete Curvelet Transformation.
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-3 =|:|.3.- =0 ul =|:|.l.- S=0
20 20
1n 1n
of ‘ ] o
-10 -10
-z0 —z0
-z0  -1n 0 1n zn -0 -1n 1] 10 Z0
B n
-3 =|:|-3.- E:E -8 =|:|-l.- E:E
0 20
10 1n
0 oF
=10 =10
=zn =z0
1 1
-0 -10 0 1n Z0 -z0  -1n 1] 10 Zn

Abbildung 4.1:  E(a,0)

4.2 Lokalisierung

In diesem Abschnitt werden wir sehen, dass ein Curvelet yqp9(2) als Abstands-
funktion von b in der Metrik |.|q,9 aus (4.10) abfillt. Aus der Darstellung von
abo (T, w) in (4.6) ist klar, dass der Triger von 4,4pe nicht von b abhéngt und per
Definition gilt supp W C (3,2) und suppV C [—1,1]. Wir kénnen daher einen
Bereich Z(a, #) angeben, sodass supp Yape C Z(a, ). Und zwar sei von nun an

E(a,@)::{f:rewhe(%,%)/\we[e—\/a,ﬁ—i-\/&]} (4.8)

Es handelt sich hierbei also um den in Abb. 4.1 fiir verschiedene a und 6 dar-
gestellten Bereich, der zwischen den Kreisen mit Radien i, bzw. % um den

Ursprung, sowie in einer kegelférmigen Umgebung von 6 liegt.
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4.2 Lokalisierung Die stetige Curvelet-Transformation

Lemma 4.5

Fiir jedes 0 < a < ag = 1 liegt der Trdger von #.00 innerhalb eines Rechtecks,
welches, in den Ursprung verschoben, in einem Rechteck der Form

11 2 2
o 7

enthalten ist.

Beweis

Zuerst werden wir ein Rechteck E, der Art 2, = [£, ] x [_T <] finden,

a’ a

g

sodass E(a,0) = supp Ya00 C Z4. Aufgrund der Darstellung von =Z(a, 0) in (4.8),

erhalten wir nach Riicktransformation auf kartesische Koordinaten
_ 1 2 2 . 2 .
-:(CL, O) - [% COS(\/&), 7] X [_7 Sln(\/a)v E bln(\/a)]

a a

Diese Situation ist in Abbildung 4.2 dargestellt, wo man sich leicht von der
behaupteten Inklusion iiberzeugt.

\ 2sin(v/a)/a
. E(a,0)

el
I(4a) aa

/

Abbildung 4.2:  Rechteck um Z(a,0)

Nun nimmt die Cosinus Funktion auf dem Intervall [—1,1] ihr Minimum in
den Werten 1 und —1 an und es ist cos(1) > 1/2. Fiir alle a < ap = 1 gilt daher

1 1
o= %COS(\/ﬁ).
Auflerdem ist sin(v/a)/+v/a <1 fiir 0 < a < ap = 1 und somit ist
2 2
=sin(va) < —.
a
Zusammen ist 1 5 9
E(a,O)C_a:[ ) ]X[_i 7]



4.2 Lokalisierung Die stetige Curvelet-Transformation

Die Linge in der ersten Koordinate ist kleiner als 2/a und daher ist Z,, ver-
schoben in den Ursprung, in einem Rechteck der gewiinschten Form enthalten.

q.e.d.

Da also jedes Curvelet 7,59 nach Konstruktion glatt ist und beschridnkte Band-
breite hat (i.e. kompakter Triiger im Fourier Bereich), gilt nach Satz 1.25, dass
Yabo € S und insbesondere

Yabo(2) = O (|lz|™Y) VN > 0.

Die Koeflizienten (f, vqp0) der Transformation sind daher nicht nur fiir Ly Funk-
tionen, sondern fiir alle temperierten Distributionen f € 8" wohldefiniert.

Wir wollen nun die Geschwindigkeit des Abfalls von y4p9(x) fiir wachsendes
x noch genauer untersuchen und fiihren zu diesem Zweck eine neue Norm ein,
die eng mit der CCT verbunden ist.

Defintion 4.6

Sei P, ¢ die parabolische, gerichtete Dilatation von R?, gegeben in Matrixform
durch:
Pa,@ = Dl/a R_y,

Dija = ( léa 1/?/5 ) (4.9)

und Ry wie in Gleichung (4.5). Wir definieren fiir v € R? die Norm |.|, ¢ durch:

wobel

[vlas = |Pas (0)]. (4.10)

In dieser Metrik besteht die Menge der Punkte mit gleichem Abstand zu b aus
einer anisotropen Ellipse mit Achsenlédngen a und +/a und kleiner Hauptachse
in Richtung 0. Ein Kontour-Plot der Einheitsscheibe von ||, 9, B = {v € R? :
[v]a,0 < 1}, ist in Abbildung 4.3 dargestellt.

Offensichtlich gilt || < |z]q,9, fiir 0 < a < 1, da die Rotation Ry die Norm
unveréndert ldsst und Dy, fiir a < 1 eine Streckung in beiden Komponenten
darstellt. Genauer noch gilt das folgende

Lemma 4.7

Fiir alle 0 < a < ag = 1,0 € (=7, 7] und alle x € R? gilt

Zlap = (4.11)

o
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4.2 Lokalisierung Die stetige Curvelet-Transformation

L L
ml :|:|-3.- E:E ml :|:|-l.- E:E
1 1
o_5 o_5
I 1 b
-0_5 -0_5
-1 1 -1 1
-1 -0_5 1] o_% 1 -1 -0_5 1] o_k
Abbildung 4.3:  Einheitsscheibe der Norm |.|4 0
Beweis

Die Behauptung folgt aus

27

1/va O)R_M e

1
‘x|a=9:|D1/aR—9x|:% | < 0 1

da |R_pxz| = |z| und durch die Diagonalmatrix die erste Komponente be-
tragsmésig wichst, wodurch auch die Norm vergroflert wird.

q.e.d.

Wir werden sehen, dass 49 in der Tat als Abstandsfunktion von b in dieser
Metrik fallt. Bevor wir diesen Sachverhalt in einem Satz formal aufschreiben,
beweisen wir noch zwei Aussagen iiber den Einfluss eines kompakten Trégers im
Fourier Bereich auf das lokale Verhalten einer Funktion. Besonders die zweite,
skalierte Version wird sich als sehr niitzlich erweisen. Besagter Zusammenhang
wird durch die Normen |.|(m) ausgedriickt, die im Anschluss definiert werden.
Die Ahnlichkeit in der Notation zu den Normen |.|;, definiert in (1.9), liegt in
den offensichtlichen Parallelen deren Definition begriindet.

Definition 4.8

Sei X C R” eine offene Menge und f eine reellwertige Funktion in C*°(X), dann
ist die C™ Norm von f, |fl(m), definiert durch

iy = masx 0° Fl (4.12)

al

Lemma 4.9

Sei g eine Funktion mit beschrdankter Bandbreite und sei weiters = ein fixes,

beschrinktes Rechteck, sodass g € C§°(Z). Dann gibt es zu jedem m € Ny, den
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4.2 Lokalisierung Die stetige Curvelet-Transformation

geraden natiirlichen Zahlen, eine konstante Cy,, sodass

l9(@)] < Com (I19llsc + 131my) A~ (|21),

wobei die Konstanten C, nur von m und der Fliche von 2, A(E), abhdingen.

Beweis

Aus der Darstellung der inversen Fourier Transformation, g(z) = (27) 72 [ €& §(¢) d¢
erhalten wir

MWHSAMQW%SMMAG) (4.13)

Fiir die inverse Fourier Transformation von Ag gilt unter Verwendung des ent-
sprechenden Analogons zu Satz 1.25 (ii)

(AZ) (x) d§ = Z(af-é)v(x) =Y (=2))(9) (@) = (~lz[*)g(x).

J

Wiederholte Anwendung des Laplace-Operators A im Integranden liefert uns
die Formel

o*lg(a)| < [ 18%3(6) dé < |l A(). (1.14)
Addieren wir nun die Ungleichungen (4.13) und (4.14), so folgt
(1+ [2[*)lg(@)| < AE)(lgllos + 13]c2r))-

Da (1 + |z|?*)~1 < A=2¥(|x|) beweist dies die Behauptung.

Und nun eine skalierte Version dieses Lemmas.

Korollar 4.10

Sei f eine Funktion, sodass der Trager ihrer Fourier Transformierten f in einem
Rechteck
R ]

enthalten ist und die skalierte Funktion

9(€) = f(D1/4€) a™3/2

Abschitzung der Art ||§llec < po und |g|(m)y < pm, fir m € Ny erfillt, mit
Konstanten p,, unabhingig von a. Dann gibt es zu jedem m € N ein C,,, sodass

|f(x)] < Crml(po + pm) /\7m(|x|a,0)'

1 C2 C3 €3

V@ Va

=
Ze =

’
a a
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4.2 Lokalisierung Die stetige Curvelet-Transformation

Beweis

Aufgrund der Konstruktion von g, ist { genau dann in supp g , wenn Dy /,§ €

supp f C ., was gleichbedeutend ist mit £ € R, wobei R = [c1,co] X [—c3,c3].
Damit erfiillt g die Vorraussetzungen von Satz 4.9 und es folgt

l9(@)| < Crm (po + pm) A~ (|]).
Nach Substitution von n = Dy/,§,dn = a—3/2d¢ bekommen wir, da D, eine
Diagonalmatrix ist und daher D;' = Dy, und (x, Don) = (Dyz,n) fiir alle
x,m € R? gilt,
gla) = (2m)°2 [ €2 g(6) de

— (2 [ 0 f(Dyja) a2 dg

= (27r)’2/6"<3””3“’7> Fn)dn

= (202 [ e ) dy = f(Das),
Es ist |2[q,0 = | D1 /4| und daher folgt die Behauptung durch

[f (@) = [9(D1/aw)| < Crm (o + pm) A~ (|2

a,O)-
q.e.d.

Nun werden wir zeigen, dass die Curvelets 449 in der Metrik |. — bg¢ schnell
fallend sind.

Satz 4.11
Seien V und W € C§°. Dann gibt es fir jedes N € N eine Cy, sodass:

Yabe ()] < Cn a3/ AN (| — bap)

Beweis

Wir zeigen zuerst, dass die erzeugenden Elemente jedes Levels 7,99, die Vor-
aussetzungen von Korollar 4.10 erfiillen. Die Anforderung an den Tréager folgt
unmittelbar aus Lemma 4.5. Sei nun g wie in Korollar 4.10 und seien (74, w,)
die Polarkoordinaten von D /4§, dann ist

9(§) = 'A}/aOO(Dl/ag)073/2 = W(ara)V(%) a4,

Um das Korollar anwenden zu kénnen miissen wir noch zeigen, dass die Normen
l|l.llco und |[.|(m,y durch Konstanten p,, unabhéngig von a beschrinkt sind. Zu
Beginn des Beweises von Korollar 4.10 wurde gezeigt, dass der Tréger von ¢ in
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4.2 Lokalisierung Die stetige Curvelet-Transformation

einem fixen Rechteck R enthalten ist, unabhiingig von a. Selbiges gilt daher fiir
die skalierte Funktion

Wa
Va
deren Supremum daher ausschliellich von W und V' abhéngt. Genauso hdngen
die Werte von [§1 () nur von m und den Werten der ersten m Ableitungen von
W und V ab. Aus der Kompaktheit von R und der Stetigkeit aller Ableitungen
von W und V folgt schliellich, dass solche Konstanten p,, existieren. Daher
erfiillen die Funktionen a®/44400 alle Vorraussetzungen von Korollar 4.10 und
das heifit, dass es zu jedem N €N ein Cy gibt, sodass

Ya0o(z)] < Cn a™¥* AN (| Dy u2)),

91(6) = a**g =W(ar,)V(—5),

woraus schlieBlich, wegen vup0 () = Yaoo(R—g(z — b)), die Behauptung folgt,
Nabo(z)] < Cn a™* XN(|DyjaRg(x = b)[) = Cn a™** AN (|2 = blayg).

q.e.d.

Definition 4.12

Wir sagen, dass I'(a,b,0) in (b,0) schnell fallend ist, falls fiir alle N > 0 gilt
IT(a,b,0)| = O (a) fiir a — 0. Ist T'(a,b,0) in (b,0) nicht schnell fallend, so
sagen wir, dass I' langsam fillt, genauer fillt I' mit Rate r, wenn |[['(a, b, 0)| =
O (a") fir a — 0.
Lemma 4.13

Seien f1 und fo beschrdinkte Funktionen, mit fi = fa in einer Umgebung von b.
Ty, ist in (b,0) genau dann schnell fallend, wenn Ty, in (b,0) schnell fallend ist.
Dariiberhinaus fallt Ty, (a,b,0) auch genaw dann mit Rate r, wenn Iy, (a,b,0)
mit Rate r fallt.

Beweis

Wiéhlen wir € so klein, dass f1 = f2 auf B.(b) =: B, dann ist
T (00.0) ~Tp(eb0)| < [ 1A@) = S(@)] buas(a)] do

< |fi — f2lo /Bc [Yavo ()| d

Aus Satz 4.11 und Lemma 4.7 erhalten wir dann fiir alle N > 1

abs ()] de = / a0 ()] de
{|z|>€}

< Cn a_3/4/ )\_N(\m|a,9) dxz
{lz|>€}

Bc

< CN a73/4+N/2/ ‘.’E|7N dr = O(a(2N73)/4)'
{lz[>€}

Da also die Differenz aus I'y, und I'y, fiir @ — 0 schnell fallend ist, fallen die
beiden Ausdriicke mit der gleichen Geschwindigkeit.
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q.e.d.

4.3 Reproduktionsformel

Eine Transformation wie wir sie eben vorgestellt haben, kann nur von prak-
tischem Nutzen sein, wenn durch ihre Anwendung keine Information verloren
geht. Das bedeutet, wenn wir die Méglichkeit haben, aus den Koeffizienten nach
der Transformation die urspriingliche Funktion wieder zu rekonstruieren. Das
diese Bedingung fiir die Curvelets erfiillt ist, sehen wir aus dem nun folgenden

Satz 4.14

Sei f € L*(R?%). Dann existiert eine rein radiale Funktion mit beschrinkter
Bandbreite ® € L?, sodass mit @, = ®(x —b),

flz) = /(f, Pag,b) Pag,b(x)db + /(f, Yabo) Yabo (T)dpt (4.15)

und

118 = [ 105 @) P+ [ 145,700 (116)
wobei du das Mafl dp = %dbdﬁ bezeichnet.

Bemerkung

Man kann daher sagen, dass eine ”vollstindige CCT* auf feinen Level aus Curve-
lets und auf groben Levels aus isotropen Wavelets bestehen miisste. Fiir unsere
Analyse ist aber nur das Verhalten auf den feinen Level, also der echte Curvelet
Anteil der CCT, von Bedeutung.

Bevor wir diesen Satz in dieser allgemeinen Form beweisen, behandeln wir zu-
erst nur den Fall von Funktionen, deren Fourier Transformierte innerhalb einer
Kreisscheibe um den Ursprung identisch gleich Null sind ( Funktionen mit dieser
Eigenschaft heiflen auch "hochfrequent”). Aus dem niichsten Satz geht hervor,
dass Funktionen dieser Art aus der CCT exakt reproduziert werden kénnen. Da-
nach behandeln wir den ” Wavelet- Anteil” von (4.15), der auf niedrige Frequenzen
zuriickzufiithren ist. Wir erinnern daran, dass W und V die Fensterfunktionen
aus der Definition von 4,400(r, w) bezeichnen und die Zulissigkeitsbedingungen
(4.1) beziehungsweise (4.2) erfiillen.

Satz 4.15

Sei f € L2(R?) so, dass ihre Fourier Transformierte f fiir |€| < 2/ao verschwin-
det. Dann gilt die Calderon-artige Reproduktionsformel

F@) = / T (ay b, 0) Yars () dt,

und die Parseval-artige Formel

I1f12 = / T (a,b,6)[2 dp,
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wobei dy das Mafl dp = %dbdﬂ bezeichnet.

Beweis

Wir betrachten zuerst den Beitrag eines einzelnen Tupels (a, ) zur Reproduk-
tionsformel

Ya,0(T) = /<f7 Vabo) Yabo () db.

Nun ist Yape () = Yaos(z — b) (vgl. (4.4)) und daher

o) = | < [ 1oty - b)dy) oo — b) db

:/Vaoe(:v — b)(Yaoe * f)(b)db
:(’YaOG *%aOG * f)({E)

Wir werden nun davon die Fourier Transformierte bilden und dabei verwenden,
dass

%/aOQ(f) = /eﬂ.(x’@%oa(*x) dx

_ /e_i(m,a%oa(x) dz = Fao0(§),
da a0 reell-wertig ist (vgl. (4.6)). Weiters sind Y409, Y400 und f € L?(R?) und

mit Korollar 1.39 konnen wir deshalb schreiben

9a,6(€) = (Ya0o * Ya0o * )" (&) = Va0 (£)? £(£). (4.17)

Also ist §q,0(€) eine Funktion mit kompaktem Trager, wodurch gq ¢(z) € S ist.

Um zu beweisen, dass
aop mT+1 da
x) = / / ga0(z) di—,
0 —(m+1) a?

geniigt es zu zeigen, dass die Fourier Transformation von f gegeben ist durch

/// —i@l g, dﬁ—d:c
://Qa,e(f)dag
- / [ 3an(? fi©) de%
//’Yaoe d9*-

Es bleibt daher noch zu beweisen, dass

ap T+1 ) da N
= [ Baw©Fasls e esuwp . (4.18)
0 —(741) a
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Es fallt besonders auf, dass hier die linke Seite konstant, also insbesondere un-
abhéingig von &, ist. Zusammenhénge dieser Art sind eine Grundlage von Cal-
derén-dhnlichen Reproduktionsformeln.

Die Aussage (4.18) folgt, wie wir sehen werden, aus den Zuléssigkeitsbedingun-
gen an W und V (4.1) bzw. (4.2). Dazu verwenden wir die Darstellung von 4
aus (4.6) und erhalten

ag m+1 +1 . 2
/ / Ha00 ()| dé)— / W(ar) / V(w 9) d0a3/2d—z.
0 —(m+1) (m+1) \/6 a

Da fiir alle 0 < a < ap =1 und w € (—, 7] gilt, dass

1 — 1
whmtl o) g YTt

izt s
folgt aus der Bedingung (4.2) fiir V, dass

/m v (w\/&9>2 a6 = / 11 V(H)*dtva=Va,

mit ¢ = L\/g’r und damit reduziert sich (4.18) zu

o d 2
1:/ W(ar)z—a Vr>—,
0 a (1,0

da in supp f nach Voraussetzung gilt, dass r = |€] > 2/ag. Durch neuerliche
Variablentransformation und die Zuléssigkeitsbedingung von W erhalten wir

aop d ag T d 2 d
/ W(ar)? 2 = / W22 = [ w22 =1,
0 a 0 a 1/2 a

was den Beweis von (4.18) vervollsténdigt.
Wir wenden uns nun dem Beweis der Parseval-dhnlichen Formel zu. Analog
zu obigen Umformungen gilt

UF. Yabs) = / F(2) Yaoo (@ — b)dz = (f % Fars) (D)

und somit erhalten wir unter Verwendung von Parsevals Formel und (4.18)

65~ / [ ([ 16 =5 erpas) ao's
(2m)” // (/ | F (&)1 aoe( )Qdf) d@d—a
= (27T)_2/\f (// 4006 (€)] dg) de

— (2n)? / F©[2de = 2m) 2 f12 = (1 £

was alle Behauptungen beweist.

Nun werden wir diese Analyse fiir den allgemeinen Fall verfeinern.
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Beweis von Satz 4.14

Um diese Zusammenhénge auf den Fall von niedrigen Frequenzen auszuweiten,
definieren wir zuerst

Pif(z) = /Ff(a, b, 0) vape () dp. (4.19)

Im Frequenzbereich erhalten wir aus den exakt gleichen Umformungen wie im

Beweis von Satz 4.15
d .
O ([ W) = - e

ao da aol¢| da
= [ wer = [ wr S

Sei nun Pyf := f — P1f, dann ist

Pof(€) = f(&) — f(&) - W(&)? = f(&) - b(€)?, (4.20)

/\

Pif(

||
\‘3)

wobei

wobei
2

B(e)? =1 W(E) = / W(a)? 2.

ol€l a

da supp W C [1/2, 2], woraus ersichtlich ist, dass d reell-wertig ist und nur von
|€] abhéngt, also eine radiale Funktion ist. Weiters folgt

s oo )1 fur|§|<2a0
b(¢) —{0 N (a21)

also insbesondere hat ® auch kompakten Tréger. Damit ist gezeigt, dass die
Funktion @ alle Behauptungen erfiillt. Dariiberhinaus ist 0 < D(E)2,W(6)? <1
und aus der Definition von ®(£)? ergibt sich unmittelbar

D)7+ U(g)? =

Wie schon erwihnt handelt es sich bei ® um eine rell-wertige, radiale Funktion

und daraus folgt, dass & = & und f/’(ﬂf(f) = (&) ®(€) B(£). Wenden wir die
inverse Fourier Transformation an, erhalten wir unter Verwendung der Eigen-
schaften von ® und (1.22),

Pof(a) = ((£52) @) (@) = [(7+B)(b) 2o~ 1)

/(/f Dy — bdy) D(x —b)db
/<fv a0.b) Pag.b(2)db,

wobel @, (z) = ®(x — b) eine Translation des 'Basiswavelets’ ® ist.
Fiir die Parseval-artige Formel, verwenden wir, dass

I£113 = (f. Pof + Pof) = (f, Pof) + (f, Prf).
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AuBerdem gilt
(f,Pof) = /f(@/(f,TW@ao,b(z) db dx
= [0 ([ 50) Bl
= [t 2u )P0

und ganz analog
Upif) = [ 56@) [ Truaa] - Suan(e) d
= [T [ 50 7a0(0) )
= [ 145,700 P

wodurch der Satz bewiesen ist.

q.e.d.

Bemerkung

Mit ¥ und ¢, wie im Beweis von Satz 4.14, gilt auflerdem

[0 @ag s = [ (< )(0)Pdb = |15+ 23

und

[ Vrsn. s = = [ 1702 ( [[ Proote)Pans ) ae
= 202 [17© ¥(©)Pde = 17+ ¥]3.

4.4 Analyse einfacher Singularititen

Um eine gewisse Intuition fiir das Verhalten der Curvelettransformation zu ent-
wickeln, sehen wir uns nun einige Beispiele an, in denen f abgesehen von Singu-
laritéten glatt ist, und diskutieren das asymptotische Verhalten von I'f(a, b, 0)
fiir @ — 0 bei fixem (b,0). Dazu sei vorweg bemerkt, dass aus den Resulta-
ten des letzten Kapitels folgt, dass fiir sehr kleine @ > 0 der Triger von d4p9
sich in einem engen Kegel um den Strahl {Aep : A > 0} befindet, wobei wie
schon zuvor ey = (cos 6, sinf), den Einheitsvektor in Richtung 6 bezeichnet.
Mit abnehmendem a entfernt sich dieser auflerdem zunehmend vom Ursprung.
Das Verhalten von I'¢(a,b, §) fir a — 0 wird also eng mit dem Verhalten von

f(Xep) fir A — 0 zusammenhéngen. Formal hingeschrieben heifit das:
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Satz 4.16

Sei f eine Distribution, deren Fouriertransformation f Folgendes erfillt:

frew) ~ A7 Aw), A— o0
mit stetigem A(w). Falls A(0) # 0, dann

[(a,0,0) ~a?=3* A(9) - C,, fira— 0, (4.22)

P

wobet
2 o)

C,= W(r)yr*="dr- / V(t)dt.

1/2 —00

Beweis

Um dies zu beweisen verwenden wir die Parseval’sche Gleichung (.09, f) =
(27) 72 (4a08, f) um zum Frequenzbereich iiberzugehen, wo, da 4409 in einem
engen Kegel um den Strahl {Aeg : A > 0} lokalisiert ist

/ Sa00 (€) F(€) dé ~ / Sa00 (€) €177 A9) dE @ — 0,

~ A(0) // W(ar)- v(”\/_ae) ca3h P dwdr

:A(9)~a3/4~/W(ar)rl_"dr-/V(w\/_&e> dw
:A(9)~a3/4-/W(s)(s)lip %- V(1) Vadt

a

= A()-a*7%1C,
q.e.d.

Mit analogen Umformungen erhilt man

Korollar 4.17

Sei f eine Distribution, deren Fouriertransformation f folgender Ungleichung
gentigt: A
|f(New)| < A7 Ags,

fir |w— 6] <& und X\ > %, dann

[T (a,0,0)] < ar=3/4 Aps-C mita— 0.

Korollar 4.18
Ist f € C>(R?), so ist I'¢(a,b,0) fir jedes (b,0) schnell fallend.
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Beweis

Ist f € C°°(R?) so gilt nach Satz 1.29, dass f ist schnell fallend und somit erfiillt
f die Vorraussetzung des vorherigen Korollars fiir alle p > 0 und wir erhalten
IT'(a,b,0)] = O (a") fir N > 0 mit a — 0.

q.e.d.

Punktférmige Singularititen

In den néchsten Abschnitten betrachten wir Beispiele von Objekten, die glatt
sind, abgesehen von Singularitdten in Punkten oder entlang von Kurven und das
Verhalten von I'f(a, b, 0) fiir b ’auf’ beziehungsweise 'neben’ den Singularitéten.
Wir werden sehen, dass wenn die Singularitdten auf einer Kurve liegen, es auch
darauf ankommt ob 6 transversal oder tangential zu den Singularitéten ist.

Beispiel 4.19

Zu Anfang betrachten wir die Dirac Distribution 4, mit Wert 1 im Ursprung
und 0 sonst. Bekanntlich ist 6(¢) = [e/*€ §(z)dr = ¢® =1 V¢&. Somit sind
die Vorraussetzungen des Satzes in Kapitel 4.4 mit p = 0, A(w) = 1 erfiillt und
wir erhalten aus Gleichung (4.22) fiir b = 0:

F(;(a,O,G):a_?’/‘lC VOVO<a<ag.

Die Transformation wichst also sogar fiir a — 0.
Andererseits gilt fiir den Fall b # 0:

Ls(a,b,0) = (8, vave) = Yabe(0) = Yoo (—b).
Satz 4.11 impliziert besonders, dass wenn b # 0, dann fillt v,400(b) schnell gegen
0, mit @ — 0. Somit ist die Transformation in diesem Fall schnell fallend.

Zusammenfassend:
— Falls b # 0, dann fillt T's(a, b, #) schnell gegen 0, mit a — 0;

— Falls b = 0, dann wiichst I's(a, b, ) mit der Potenz —3/4 in jeder Richtung
6.

Beispiel 4.20

Als zweites Beispiel betrachten wir die Punktsingularitit o, (z) = |2|® fir —2<
a < 0o. Fiir jeden dieser Werte von « ist die Funktion lokal integrierbar (sie-
he Defintion 1.4) und somit eine temperierte Disbtribution, fiir die die ge-
richtete Transformation definiert werden kann. Aus Standard Reskalierungs-
Argumenten folgt:

&a(f) =Ca |£|727a

und somit erhalten wir fiir b = 0 unter neuerlicher Anwendung von Satz 4.16 (p =
2+ a), dass
I's(a,0,0) = il
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Vergleichen wir dieses Ergebnis mit dem vorigen Beispiel, so sehen wir, dass sich
fiir a = —2 die gleiche Konvergenzgeschwindigkeit ergibt wie fiir §. Dies macht
Sinn, da die beiden Fille gewissermaflen dhnlich zueinander sind.

Andererseits, fiir b # 0, erhalten wir schnellen Abfall. Als erster Fall seien
(b,0) so, dass (ep,b) # 0. Unter Verwendung von dape(&) = e 4&8 4,00(€)
schreiben wir

(6osAure) = c/m © Sapa (€) d

= C// _QO‘War —zreu,b)v
-t fr () (e
e () (s

~ Chait™ W (<89’b>) a—0

a

) 4y dwdr

71r(ew, @yl dT‘> dw

)

wobei W (u f1/2 r=1=® W(r) e~ dr eine Funktion mit beschrinkter Band-
breite ist, dle — mit |u] — oo — schnell fallend ist. Der zweite Fall, (eg,b) = 0
wird bis auf den letzten Schritt ganz analog behandelt. Wir fassen also fiir den
Fall o, (x) = |z|* zusammen:

— Falls b # 0, dann fillt T';_(a, b, ) schnell gegen 0, mit a — 0;

— Falls b = 0, dann wichst T',_(a,b,0) mit der Potenz 5/4 + « in jeder
Richtung 6.

Es sei darauf hingewiesen, dass in beiden diesen Beispielen das Verhalten in
jedem Punkt b fiir alle Richtungen gleich ist: Punkférmige Singularitéiten sind
isotrop.

Lineare Singularititen

Beispiel 4.21

Wir betrachten als einen Prototyp von linearer Singularitat die Distribution v,
die auf geeignete Funktionen als Integration entlang der x3-Achse wirkt:

f> = /f(o,.’lﬁg)d.’lﬁg.

Diese Distribution ist auf der zo-Achse getragen und ist gegeniiber Verdnde-
rungen von f in xo insensibel, aber sehr sensibel fiir Verdnderungen in x;. Die
Fouriertransformierte © ist eine Distribution, die auf der &-Achse {¢ : & = 0}

getragen ist und erfiillt
0. 4) = [ Fe1,0) dea

Daher ist (v, Yapo) = (271) 72 [ Yavo(&1) dé;.
Nun ist aber der Triger von 4.p in einem Kegel Z(a, ) wobei auch |¢] €
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{ﬁ, %} und w € [0 — /a,0 + \/a]. Dieser Kegel schneidet die &;-Achse nicht,
falls || > v/a. Somit ist - falls 6 # 0 - (v, Yape) = O fiir alle hinreichend kleinen
a > 0. Kurz gesagt, fiir  # 0 haben wir schnellen Abfall.

Andererseits, fiir 6 = 0:

(V,Yabe) = (277)_2/W(a7‘) V(0) a®/* emirieod) g — 714 (12) ,

wobei W (u) = (27)=2-V(0)- [ W(r) e~ dr glatt und schnell fallend fiir |u| —
00. Somit (v, yap9) — 0 schnell bei § = 0 fiir jedes fixe by # 0.
Sei schlielich b = (0, ba),

(1, Yang) = (27) 2 / W ar) V(0) a®* dr = a='/*T7(0),

Also
~ Falls (b,0) = ((0,22),0), dann wiichst T, (a, b, 0) wie O (a~'/*) mit a — 0.
— Andernfalls ist T, (a, b, 8) schnell fallend mit a — 0;

Die Suche nach Punkten in der (b, 6)-Ebene, an denen der Abfall von I, (a, b, 6)
langsam ist, férdert genau die Richtung und Lage der Singularitidten entlang der
Geraden z1 = 0 zu Tage.

Beispiel 4.22

Die gleichen Uberlegungen gelten auch fiir andere lineare Singularitéiten; be-
trachten wir die ebene Heaviside Funktion H(z) = 1{;,>0}. Da v = %H, gilt

H(E) = (€)™ 2(€) und somit
(H, Yabo) = / (i€1) ™" D(€) Aavo (£1,0) déy.
— 00
Wenden wir nun die Ergebnisse des vorigen Beispiels fiir v an, so erhalten wir

— Falls 6 # 0 ist, dann wird 'y (a, b, 6) gleich null sein, sobald |6] > v/a und
f&llt daher schnell mit a — 0.

— Falls & = 0 und b nicht von der Form (0,x5) ist, dann fillt T'g(a,b,0)
schnell mit a — 0;

~ Falls # = 0 und b von der Form (0, x3) ist, dann fillt Tz (a, b, 6) wie C-a’/4.

Wiederum zeigt uns die Suche nach Orten in der (b, #)-Ebene, an denen I'y (a, b, 6)
langsam abféllt, mit a — 0, genau die Orientierung der Singularitéiten entlang
der z1 = 0 Geraden.

Bemerkung

Verlgeichen wir die letzten beiden Beispiele, so sehen wir, dass dort, wo der
Abfall langsam ist, die Rate des Abfalls die Stdrke der Singularitdt anzeigt.
Betrachten wir das asymptotische Verhalten der CCT fiir v im Vergleich mit
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dem von H, so ist fiir (b,0) = ((0,22),0) das Wachstum T, ~ C a~'/* fiir
a — 0 gegeniiber einem Abfall Ty ~ C’ a®/4; darin spiegelt sich wider, dass
die Singularitdt von H schwicher ist, als die von v. Rufen wir uns v = 8‘9

in Erinnerung, so steht die Differenz von 1 in den Exponenten der Abfallraten
fir @ — 0 im Einklang mit der intrinsischen 'Ordnung’ der beiden Objekte, die
sich um 1 unterscheiden muss (da 8%1 Ordnung 1 hat).

Polygonale Singularitéiten

Betrachten wir nun die Funktion mit "Eck’-Singularitdt L(x) = 115,50} 1{z;>0},
welche aus linearen Singularitéiten entlang der positiven z; und xo Achse, sowie
einer Punktsingularitdt im Ursprung besteht. Die Fourier Transformierte von L
ist von der Form L(¢) = a5 5 bzw. in Polarkoordinaten

A _ 1
L(r,w)=Cr 2m.

Betrachten wir zuerst den Fall b = 0. Nach (4.22) ist, fiir 6 ¢ {0,+5,7},

. 1
r 0) ~ 2-3/4 - )
£(a,0,0) ~ Ca cos(w) sin(w)’ a—0

Ist @ eine der Achsenrichtungen, so erhalten wir, da L € L,
I'r(a,0,0) ~Ca®?734  a—0,0€e{0,+Z,7}.

Falls b ## 0 auf der positiven x1- oder zo-Achse liegt, so stimmt L lokal mit
der Heaviside Funktion 1(,,~0y bzw. 1y, >0y iiberein. Nach Lemma 4.13 fallt
daher I';, mit der gleichen Geschwindigkeit wie die entsprechende Heaviside
Funktion, woraus wir schleiflen, dass I'f,(a, b, 8) schnell fallend ist, auler wenn
(0,0) = ((x1,0),£7/2) oder ((0,22),0) oder ((0,z2), 7). In diesen Fillen gilt
I'r(a,b,0) ~ C a/*.

SchlieBflich erhalten wir fiir alle b, die nicht auf einer positiven Achse liegen,
dass L lokal gleich einer konstanten Funktion ist und da fiir jedes C' € R gilt

Pe(a,b,0) = C(1 yas) = C / Yapo(@)dz = CHan (0) = 0,

da 0 ¢ supp W, ist auch 'z (a, b, 0) fiir solche b schnell fallend.
Zusammenfassend gilt daher

~ Falls b=10,60 ¢ {0, %, 7}, dann ist 'z (a,b,0) = O (a®/4).
~ Falls b= 0,0 € {0,£%, 7}, dann ist I';,(a,b,0) = O (a*/4).

— Falls b # 0 auf einer positiven Achse liegt und 6 eine zur Singularitéit
normale Richtung ist, so ist T'p,(a,b,0) = O (a®/*).

— Andernfalls ist 'z (a, b, 6) schnell fallend.

Damit kénnen wir uns nun allgemeinere 'Eck’-Singularitdten zuwenden, de-

finiert durch Keile der Art

Lo() = 1{(eq, w1)>0} L{(eq, ,02)>0} (4.23)
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Die Analyse passiert ganz analog zum vorigen Fall, wobei etwa die positiven
Achsen durch allgemeinere Strahlen ersetzt werden. Verschieben wir nun diesen
Keil auch noch, sodass die Spitze in einem Punkt b # 0 liegt, so wird die Rolle
von 0 vorhin, dann von b iibernommen.

Betrachten wir nun die Indikatorfunktion eines Polygons P, so ist die lokale
Situation, die eines Keiles der Form (4.23) und wir erhalten nur dann keinen
raschen Abfall der CCT, wenn b einer der Eckpunkte ist, oder b auf einer Kante
liegt und € eine Normalenrichtung der Kante ist, wie fiir die Funktion L von
oben.

Sei zum Beispiel S die Indikatorfunktion des Quadrates —1 < z1,x5 < 1.
Dies ist die Summe von vier Translationen von L, etwa

Si(x) = 1z >—13 Lizp>—1}, So(x) = =1z, >—1} Las>1}s
93(7) = =Lz, >13 Lan>—1}, Sa(x) = Lz 31y Lao>13-

Daher wird I's(a, b, ) schnell fallend sein, wenn alle vier Summanden schnell
fallend sind und wir erhalten daraus

— Liegt b nicht auf dem Rand des Quadrats, so ist I's(a, b, §) schnell fallend.
— Liegt b auf dem Rand des Quadrats, so treten zwei Fille auf

e Ist b € (41,41), so haben wir eine Abfallrate von A(6)a®/*), wobei
A(9) = m7 aufler dort wo |A| = oo — in diesem Fall betriigt

die Abfallrate a3/4.

e Ist b auf einer der Seiten des Quadrats, so haben wir schnellen Abfall,
solange 6 keine Normalenrichtung auf den Rand des Quadrats in b
ist. Ansonsten betriigt die Abfallrate a3/*.

In Tupeln (b, 8) abseits von den Positionen und Richtungen der Singularititen
finden wir also schnellen Abfall vor, hingegen tritt langsamer Abfall in allen
Richtungen in den Eckpunkten auf und noch langsamerer Abfall auf den Seiten
fiir Richtungen, die auf den Quadratseiten normal stehen. Wieder spiegelt sich
die Stiirke der Singularititen in der Asymptotik fiir a — 0 von I's(a, b, §) wider.

4.5 Curvelets und Mikrolokale Analysis

In diesem Abschnitt werden wir zeigen, dass wir anhand des asymptotischen
Verhaltens der Curvelet Transformation fiir a — 0 auf mikrolokale Eigenschaf-
ten der Funktion f riickschlieBen kénnen. Konkret wird I'f(a,b,0) fir a — 0
schnell fallend sein, aufier wenn (b, 0) ein Element der Wave Front Set von f ist.
Vorerst brauchen wir einige Resultate iiber das Verhalten der Transformation
unter gewissen Voraussetzungen an die zu Grunde liegende Funktion. Im An-
schluss werden wir zeigen, dass I'y genau dann in einer Umgebung von xy schnell
fallend ist, wenn xg nicht im Singuléren Trager von f liegt und diesen Beweis
dann auf gewisse Winkelbereiche verfeinern um die entsprechende Aussage fiir
die Wave Front Set zu erhalten.
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Definiton 4.23

In Anlehnung an Definition 4.12, sagen wir, dass Iy nahe x¢ schnell fallend ist,
wenn es eine Umgebung U von x¢ gibt, sodass I'y(a, b, 0) fiir (b,0) € U x [-7 —
1,7 + 1] gleichméBig schnell fallend ist.

Lemma 4.24

Ist g eine Funktion, deren Triger innerhalb einer Menge B liegt, sodass ||g||c <
M, dann gibt es fir jedes N > 2 ein Cy, sodass

v /d(b,B)
1/4 y—N )
IDy(a,b,0)] < Cyx Ma/* ) ( NG )

Beweis

Es gilt
1(9, Yabo)| < 19l o 8) IavollLr8) < M ||vaboll L1 (8)-

Aus Satz 4.11 verwenden wir, dass es zu jedem N > 0 ein Cy gibt, sodass
Navo ()] < Cn @ * XN (|2 = bla,p).

Setzen wir nun § = d(b,B), so gilt unter Verwendung von Lemma 4.7, falls
N >2

—b|
wo(z)lde < C a73/4/)\7N L dx
[ Pasn(@lds < ey ot [ a7 (L)
<Cyn a_3/4/ AN M dy
{lyl=3} (\/5)
< —3/4 OO)\fN r d
<Cya /5 (\/a>r r
<Cn a1/4/ A N(s)sds
5/va
SC]/V a1/4)\_N+2(5/\/&),

woraus die Behauptung folgt.

q.e.d.

Lemma 4.25

Sei g eine Funktion, deren Trdiger innerhalb einer Kreisscheibe B liegt, sodass
lglloc < M und sei (B")¢ :={x : d(z,B) > n}, sowie T C [-7 — 1,7+ 1].
Dann ist die Funktion go(§) definiert durch

= [ " | /@n)c Ty (a,b,6) S (€) dp

fiir |€] — oo schnell fallend mit Konstanten, die nur von M und n abhdngen.
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Beweis

In Lemma 4.24 haben wir gezeigt, dass

_nd(b,B)
1/4 N ’
|Fg(a,b,9)\§CNMa A ( \/a )

Schreiben wir wieder =(a, ) fiir den Tréger von Yape (vgl. (4.8)), so folgt aus
der Definition von 4,49, dass es ein C' gibt, sodass

|:Yab0(£)| S Ca3/4 1E(a,0) (f) (424)

Daher gilt, mit dhnlichen Umformungen wie im Beweis von Lemma 4.24,

/( | |rg(a,b,e)|mbe(g)\dbchMca/
Bn)c

d(b. B
AN (M) 1=(a.0) (€) db
(B

Ja
=CNa-lzae(§)- /(Bn)c AT N(d(\b/&g)) db

r

<Oy a1z () - /Oo A_N(ﬁ)rdr

n
< O Tz (€) AT ().

Da [ 1z(4,0)(§)d0 = fw+f 1df = 2+/a, wobei w = arg(§), gilt

2/l¢]
wo(€) AN (L d0da§2/ a2 AN+ (LY gq

/ / s (\/5) /(2] (\/5)
<O AN (/€] /2),

wobei die letzte Abschiitzung aus der Ableitung von a”/?2A~"(5/\/a) nach a
ersichtlich ist.

q.e.d.

Lemma 4.26

Sei B C R? eine kompakte Menge, T C [—m—1,m+1] sowie Q = (0,a0] x BxT.
Ist G(a,b,0) in Q gleichmdfSig schnell fallend mit a — 0, dann ist die Funktion

go(f) deﬁ’I’LZf?t durch
= " a,b,0)9, d
/0 /7' /BG( > )’Y b&(g) H

fiir |€] — oo schnell fallend.

Beweis

Ist G in Q gleichméBig schnell fallend, so gilt fiir jedes N

Sup{|G(a7b7 9)‘ : (a7b7 9) S Q} < ONGN~
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Daher und wegen (4.24), gilt mit w = arg(§)

G /Q G(a,b,0) Aus (€) a=*db b dal

< Cn / a®* 1z(0.0)(€) a™ 2dbdf da
Q
2/[¢] wtva

< C;V/ aN—9/4/ 1d0 da
1/(21¢)) w—Va

2/1¢]

< C}V/ aVN =" da
1/(21€D)

< C;\l/ ‘£|—N+3/4

Lemma 4.27
Sei pg € C§°(B1(0)) und ¢(z) = @o(£=2). Dann gilt fir N > 0:
(i) Falls \/a,va' <e,

[(PYabas Yarwror)| < Cw AN () A—N(ﬁ') xN(M) A_N(M )

a a

(i4) Falls a,\d' < e < \/a,

[{(©Yabo, Yarvro)| < Cn )\*N<a) )\*N<CL/) AN (M) )\*N(M>

a a

B

(iii) Falls Va' < e < a < ag,

[{(©Vavo, Yarver)| < Cn /\—N(%/) )\—N(

Ohne Beweis.

Nach diesen Vorbereitungen formulieren wir nun die Kernaussagen dieses Ab-
schnittes. Wir werden diese hier fiir den Fall, dass f eine beschrinkte Funktion
ist, || flleoc < M beweisen. Die Beweise lassen sich mit modifizierten Abschétzungs-
strategien auf allgemeine Distributionen ausweiten.

Satz 4.28
Sei f eine beschrankte Funktion mit ||f|lco < M und sei
R = {zg € R? : Ty(a,b,0)ist nahe xo schnell fallend fiir a — 0},

dann ist sing supp(f) das Komplement von R.
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Beweis

Zuerst werden wir zeigen, dass die CCT abseits des Singulidren Trégers schnell
fallend ist. Sei also z¢ ¢ singsupp f, dann existiert ein ¢ € C§° (BQE(JJ())) mit
¢ =1 auf B(x¢), sodass ¢f € C*° und wir kénnen schreiben

Lr(a,b,0) = (of, Yabe) + (1 = ©) f, Vave)- (4.25)

Da pf € C* gilt nach Korollar 4.18, dass (¢ f, Vape) in b, 0 gleichméBig schnell
fallend ist. .
(1 =) f hat Triger in B C (B6 (3:0)> und daher gilt fiir b € B, /2(x0), dass

6 :=d(b,B) > €/2 > 0. Nach Lemma 4.24 ist nun fiir alle (b,0) € B./2(x0) X
[-7m—1,7m+1]

1)
_ < 1/4 y—N < (2N+1)/4 5—N
(1 = @) f, Yabs)| < Ciy a'/* A (ﬁ)_cNa 5

Da also beide Terme der rechten Seite von (4.25) gleichméBig fiir (b,0) €
B /2(x0) x (=7 — 1,7 + 1] schnell fallend sind, haben wir gezeigt, dass I'y nahe
xzo schnell fallend ist.

Nehmen wir nun an, dass I'y in der Néhe von xy schnell fallend ist. Es
existiert dann eine Kugel B = Bs.(zg), sodass der schnelle Abfall auf (b,0) €
B x [—m — 1,7+ 1] gleichméfig ist. Wir wihlen nun eine Funktion ¢ € C§°(By),
wobel By = Be(xg) und setzen By = Ba(xg).

Bezeichnen wir in der Reproduktionsformel (4.15) den Waveletanteil der
Dekomposition einer Funktion f mit Pyf (vgl. den Beweis von Satz 4.14), so
konnen wir die Fourier Transformierte von g := ¢ f wie folgt zerlegen:

ef(€) = §(&) = d0(€) + 31(6) + 3(6),
wobei go(§) = Po(vf)"(§) und

(6= [ Toa.b0) s dn j=1.2
J
mit Q; = (0,a0] x By X [-7 — 1,7+ 1] und Qy := (0, ap] X B x [-7 — 1,7 +1].

Fiir go haben wir in (4.20) gesehen, dass go(§) = ;}‘(5)&({)2, wobei supp ¢ C
Bs nach (4.21). Daher ist go fiir |£| — oo schnell fallend.

Da der Tréger von g = ¢f in By enthalten ist, konnen wir g mit Lemma
4.25 abschétzen, da B; = Bf geeignet gewéhlt wurde und erhalten, dass auch
g2 fur || — oo schnell fallend ist.

Es bleibt nur mehr zu zeigen, dass entsprechende Abschitzungen auch fiir g;
gelten. Wir werden dazu nachpriifen, dass die Voraussetzungen von Lemma 4.26
erfiillt sind und daraus die gewiinschte Aussage erhalten. Konkret fehlt uns dafiir
noch, dass I'g(a, b, §) in By x [—m — 1,7+ 1] fiir a — 0 schnell fallend ist. Diesen
Term werden wir nun neuerlich in drei Teile aufspalten, indem wir — aus (4.15)
angewandt auf f — die Zerlegung f = fo+ f1 + f2 verwenden. Dabei ist fo = Py f
und — schreiben wir kurz @ = (a, b, 0) fiir Tupel von Level/Orten/Richtungen —

Hlo) = [ 5@l du@), i=1.2

J
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4.5 Curvelets und Mikrolokale Analysis  Die stetige Curvelet-Transformation

Damit folgt
2
Ty(@) =Y Top,(Q).
j=0

]507 hat kompakten Trager, somit ist Py f glatt (vgl. Satz 1.28) und deshalb ist
', schnell fallend (vgl. Korollar 4.18).
Fiir den Beitrag von ¢ f gilt

Lo (@ = (ohir0) = [e@)( [ T5(@) 70 @) du(@))ow) do

(951

- /Q IH(@) (210 7a) (@),

Nach Voraussetzung wissen wr bereits, dass [I'¢(a,b,0)| = O (a™) fiir alle m > 0
und gleichméBig auf By x [-7m — 1,7 + 1]. Unterteilen wir nun das Intervall
I =(0,a0] in

IO = (0,62], Il = (62,6] und IQ = (6,(10]

(wir erinnern daran, dass e den Radius von By, dem Triger von ¢, bezeichnet),
so erhalten wir eine weitere Dekomposition Q1 = |J Q1 %, wobei

Q=L xBy x[-mr—1,7+1 k=123

und dementsprechend ist I',r, = G190 + G11 + G1,2. Auf feinen Levels a < €2
wird der Hauptbeitrag zuI', ¢, von der Region Q1 o geliefert, da nur diese &hnlich
feine Skalen enthélt. Aus Lemma 4.27(i) erhalten wir in diesem Gebiet

207 (5) 3 (5 () (4427),

Die Integrale beziiglich b' und €’ kénnen wir gleichméBig in By x [-7 — 1,7+ 1]
abschéitzen. So ist etwa fiir N > 2

[ (D <o [T ()

—m—1
2 h ! N/Qd C
< —_— <
>~ /0 <1+52) s\/Ef N,

und die Analyse fiir das Integral beziiglich b’ erfolgt ganz analog. Daher erhalten
wir

G1o@I < [ 1@ e 70} dn(@)

Q1,0
< nmA—N (@ N (@) dd
ScmvN/O @ () () o
Allgemein gilt A= (#)ATL(1/t) = trjﬂl fir ¢t € R und durch Substitution von
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4.5 Curvelets und Mikrolokale Analysis  Die stetige Curvelet-Transformation

t= %/ folgt
Grot@l <0 [ (L) (L)
1,0 = 0 a a/ a/3
ez/a tN 5
< _(at)™
< C/O CESL (at) dta

oo tN+m73 5
<C —————dtam" =, 4.26
<0, e 20
Dabei ist der Integrand fiir N > 0 von der Ordnung O (t~VN+™~3) weswegen
das Integral immer endlich ist, wenn N > m — 2 und m > 2. Wir erhalten,
dass G1,0(Q) auf By x [-7 — 1,7 + 1] gleichméfig schnell fallend ist. Mit den
Aussagen aus 4.27(ii) und (iii) erhalten wir analoge Aussagen fiir G1,1(Q) und
G1,2(Q), also ist T'uz, (Q) gleichméfBig schnell fallend.
Betrachten wir nun den Beitrag von ¢ fs,

Tor@ = [ T4Q) (020} du@):

2

Wir unterteilen Bf in Qs ; = B® und Qs = B\B; und erhalten so I', ¢, (Q) =
G21+Gap. Fir Go; und b € B; erhalten wir — mit Umformungen wie im Beweis
von Lemma 4.25 —

NN (b, b)) /@) db < / AN A rdr < Car-N2(e/va). (4.27)
Be €

Mit der Abschitzung aus Satz 4.11 erhalten wir fiir beschrénktes f, dass I'f
gleichmiBig mit Ca®/* beschrinkt ist. Folglich ist Go1(a,b,0) in By x [—7 —
1,7 + 1] gleichméBig schnell fallend.

Was Gao betrifft, so ist dort &’ € B und daher ist I'y in Qs o gleichméflig
schnell fallend und wir kénnen die gleiche Analyse wiederholen, die uns zu (4.26)
gefithrt hat und erhalten die gleiche Konklusion.

Damit haben wir fiir I'y £, (Q) gezeigt, dass die Funktion auf By x [-7—1, m+1]
fir a — 0 gleichméBig schnell fallend ist, wodurch Selbiges fiir T'y(a,b,6) in
By x [-m— 1,7+ 1] gilt und die Voraussetzungen von Lemma 4.26 fiir §; erfiillt
sind. Es folgt die Behauptung.

q.e.d.

Satz 4.29

Sei f € S'(R?) und sei

Ro = {(%0,00) € T*R?* : T'f(a,b,0) ist nahe (x9,00) schnell fallend fiir a — 0},
dann ist WF(f) das Komplement von Ro.

Beweis

Wir wiederholen den Beweis von Satz 4.28, wobei wir die Dekompositionen
entsprechend anpassen, um die Lokalisierung in der Winkelvariable zu beriick-
sichtigen. Ist etwa 77 eine Umgebung von 6y, so ist nun

Ql = (0,&0] X Bl X 71 und QQ = (0,&0] X (Bl X 7'1)0
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4.6 Echte parabolische Skalierung Die stetige Curvelet-Transformation

Alle weiteren Zerlegung werden dementsprechend adaptiert und die Resultate
behalten ihre Giiltigkeit. Auftretende Integrale von A= (d(6,6’)/1/a) behandeln
wir genau wie die entsprechenden Integrale von A~V (d(b,¥')/\/a) (vel. etwa
(4.15)), da die Terme von der gleichen Gestalt sind.

q.e.d.

Bemerkung

In Satz 3.24 haben wir gesehen, dass sich die Wave Front Set einer Distribution
unter Anwendung eines Differentialoperators entlang der Bicharakteristischen
Kurven ausbreitet. Der soeben bewiesene Satz sagt uns, dass wir auch auf die
Distribution a(z, D)f die CCT anwenden kénnen und die Transformation wie-
der die neue Wave Front Set von a(z, D) f anzeigt. Daraus folgt, dass sich auch
die Curvelets unter Anwendung eines Operators a(x, D) entlang der Bicharake-
ristischen Kurven des Hauptsymbols von a fortbewegen. Eine genaue Analyse
dieses Umstandes findet sich in [CanDe].

4.6 Echte parabolische Skalierung

Wenn wir nun ein einzelnes 'Basiswavelet’ ¢ nehmen, definieren wir ein affines
System mittels

Pavy = @ (Pag(z — b)) Det(P,g)"/>.
Dabei handelt es sich um eine "Wavelet Transformation’ im eigentlichen Sinn, da
eine Familie von affinen Transformationen auf einem einzelnen Wavelet operiert
und so eine Familie von analysierenden Wavelets erzeugt. Schon aufgrund des
zusétzlichen Richtungsparameters 6 ist es allerdings kein Standardfall.

Diese Transformation wurde im Wesentlichen von Hart Smith in [S] behandelt,
allerdings mit 2 unwesentlichen Unterschieden: erstens arbeitete er nicht mit
einer Skalierung a und einer Richtung 6, sondern mit einer Frequenzvariable
¢ = a~'eg und zweitens verwendete er den L' Normalisierungsfaktor Det(P,.q)
anstatt des L? Normalisierungsfaktors Det(P, ¢)'/? bei uns.

Diese Unterschiede sollen uns aber nicht weiter stéren und wir definieren:

Definition 4.30
Lf(a,b,0) = (f,@ae), a<ag,be R* 0 c[-m—1,7+1] (4.28)

heifit gerichtete Wavelettransformation basierend auf affiner, parabolischer Ska-
lierung von Hart Smith.

Damit sind wir nun in der Lage diejenige Wavelettransformation zu definieren,
die die gewiinschte Ahnlichkeit zur CCT hat.

Definition und Lemma 4.31

Seien V. und W, die Fensterfunktionen der CCT, aus C*° und sei das Basiswa-
velet der Smith Transformation so, dass es die Frequenzbereichdarstellung

Gann(€) = cW(a&) w%> M, a <

104



4.6 Echte parabolische Skalierung Die stetige Curvelet-Transformation

mit den gleichen Fenstern V und W hat, wobei ¢ eine normalisierende Konstante
und ag das grobste Level der Transformation ist. Dann handelt sich bei dieser
Konstruktion um echte affine Bilder eines einzigen erzeugenden Elements.

Beweis

Aufgrund der obigen Definition gilt: ¢100(§) = c¢W (&) V(g—f) Und damit ist
Ba00(€1,62) = Pro0(aér, Vady) - a®*. (4.29)

q.e.d.

Dass diese Familie (¢qb6)a,b,0 tatséchlich zu obiger Curveletfamilie (vYqp0)a,b,0
dquivalent ist und welche Art von Aquivalenz vorliegt, werden wir im néchsten
Kapitel noch genauer sehen.
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Kapitel 5

Die diskrete
Curvelet-Transformation

Wir werden nun eine diskretisierte Version der Curvelet Transformation I'y kon-
struieren. Dazu werden wir die stetige Transformation an geeigneten Stiitzstellen
mit Skalen a;, Richtungen 0, und Positionen b; ;; auswerten. Die Diskretisie-
rung wird in zwei Schritten durchgefiihrt. Zuerst bilden wir eine semi-diskrete
Transformation, die in der Ortsvariable b stetig bleibt, in den anderen beiden
Variablen j,1 aber diskretisiert ist. Wir werden zeigen, dass die so entstehen-
de teilweise diskretisierte Transformation, fiir hochfrequente Funktionen exakte
Rekonstrukion ermoglicht.

Anschlieflend diskretisieren wir in der Orstvariable und erhalten eine Familie
von Funktionen (¢;i); 5., die einen tight Frame bilden. Um genauere Aussagen
iiber diesen Frame treffen zu konnen, werden wir zeigen, dass dieser sehr eng mit
jenem Frame verwandt ist, der durch Diskretistierung aus der gerichteten Wa-
velettransformation von Hart-Smith entsteht, die in Abschnitt 4.6 beschrieben
wurde.

Die in diesem Kapitel vorgestellte Diskretisierung und die présentierten Re-
sultate, stammen aus [CanDo2].

5.1 Diskretisierung

Definition 5.1

Sei &;/2 = % 2-13/21 Wir definieren
- aj = 2_j, j >0
~ 0 =1ra)/?, —L;/2<1<L;/2 wobei L;:=4-20/2 12
— Die Posititonen by laufen durch ein von j,1 abhéingiges Netz

bjri= Ry, , D_jk (5.1)
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5.2 Die semi-diskrete Transformation Die diskrete Curvelet-Transformation

wobei Ry die ebene Rotation um 6 Rad bezeichnet, sowie D_; die Ska-

lierungsmatrix .
277 0
Dj=("g on (5.2)

und k = (ky, ko) iiber Z? liuft.

AuBerdem wéhlen wir neuerlich Fenster-Funktionen W (r) und V (¢), analog zu
denen in der stetigen Transformation — beide sind reellwertige, nicht negative
C®° Funktionen mit Tréiger in (3, 2) beziehungsweise [—1,1]. Weiters miissen sie
die folgenden diskreten Zuldssigkeitsbedingungen erfiillen:

Y oWr@n) =1, r>0, (5.3)
Jj=—00
Yo Vit-)=1, teR (5.4)
l=—00

Diese Bedingungen sind mit den Zuléssigkeitsbedingungen (4.1) und (4.2) der
stetigen Transformation kompatibel. Genauer heifit das, falls wir ein Fenster V'
haben, das die obige Bedingung (5.4) erfiillt, dann geniigt es automatisch auch
der stetigen Zuliissigkeitsbedingung (4.2), wihrend ein Fenster W, welches (5.3)
geniigt, bis auf eine Proportionalititskonstante automatisch auch die stetige
Bedingung (4.1) erfiillt:

/WQ(GT)% = log(2).

5.2 Die semi-diskrete Transformation

Wir definieren eine sem-diskrete Familie von Funktionen ¢ («) analog zu unse-
ren obigen Curvelets, fiir die eine Calderén-artige Reproduktionsformel existiert.

Definition 5.2

Das erzeugende Element eines Levels a; definieren wir mittels eines Ubergangs
zu polaren Fourier-Koordinaten (r,w) und setzen
~ w 3/4 .
bioo(r,w) = W(ayr) V(—5) )", j=0,1,.. (5.5)
Ta.
J

Definition 5.3

Auf jedem Level a; wird die Funktionenfamilie durch Translation und Rotation
eines Basiselements ¢;o0 erzeugt:

Givi(x) = djoo(R-g;, (x = b)), (5.6)

Offensichtlich sind diese Definitionen der analysierenden Elemente ganz analog
zu denen der CCT, (4.3) und (4.4). Wieder sind diese Elemente keine echten pa-
rabolischen Skalierungen eines einzigen Wavelets. Man beachte, dass die Breite
des Tragers von qASjbl in der Winkelvariable jetzt 7 - 2~[7/2] betriigt. Wir kénnen
nun die resultierende Transformation formal einfiihren.
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5.2 Die semi-diskrete Transformation Die diskrete Curvelet-Transformation

Definition 5.4

Wir definieren die semi-diskrete Curvelet Transformation mittels

Ty (5,0.0) = (f, djm). (5.7)

Fiir diese Transformation gilt wieder eine exakte Rekonstruktionsformel fiir
hochfrequente Funktionen, in Analogie zu Satz 4.15.

Satz 5.5

Sei f € L? so, dass ihre Fourier Transformierte f fiir |€| < 2/aq verschwindet.
Dann gilt die Calderon-artige Reproduktionsformel

0o Lj/2
=3 3 [Tunnent
Jj=01=—L;/2

und die Parseval-artige Formel

0 Lj/2-1

3/2

1A= > 0y D3 a2
j=01=—L;/2

Beweis

Da in der Ortsvariable b noch nicht diskretisiert wurde, kénnen wir weite Teile
dieses Beweises aus dem Beweis von Satz 4.15 iibernehmen. Wir beginnen wieder
damit den Beitrag eines Tupels (j,1) zu untersuchen, also diesmal die Funktion

gju(z) = /<f’ Sjen) by (x) db- a2,

und erhalten _
gji(z) = ((¢j0l * Gjor) * f) (x) ~aj_3/2.
Weiters folgt daraus
31.2(6) = djor(&)* (&) - a;*? (5.8)

und es geniigt wiederum zu zeigen, dass
£ - —3/2
&= 916 = Z |bso (€)1 a; 2.
gl 7,1

Dies gilt genau dann, wenn fiir alle £ € supp f

1= 1djou(©))? a;

0 L;/2 g

=Y W3ayr) Z V3( d ~1/J21 )
j=0 I=—L;/2 ma;
o L;/2

=YW 3 VA0
Jj=0 l=—Lj;/2 j
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5.3 Tight Frame Die diskrete Curvelet-Transformation

was aus den diskreten Zulissigkeitsbedingungen (5.3) und (5.4) folgt. In der Tat
gilt fiir alle w € (—m, 7]

w w . )
—575 L;j/2= ;21+D/2W _ (21+D/21 +1)< -1
Ta;
J
und ‘ ‘
—i7 +L;/2= 21+D/21 4212 L1 >,
J
wodurch
L;/2
2 2 _
Z VA ~1/2_ ZV ~1/2_l)_1'
l=—L;/2 a; l=—00 a;

AuBlerdem ist nach Voraussetzung r = |£| > 2/ag = 2 und fiir solche Werte von
7 ist a;7 nur fiir positive j im Tréger von W, weswegen gilt

ZWQ(aj r)= Z WZ(aj r)=
j=0

j=—o0

Die Parseval-artige Formel erhalten wir dann aus

1413 = f,z/rf J.b.) dyue) 3/2>
i ] db
:;/I‘f(j,b,l) /f(m)qﬁjbl(x) dw)ﬁ
_Z |Ff ]7b ! |2 3 2 Z ”Ff ]7 ) ”20’
/

5.3 Tight Frame

Aus Griinden der Vollstandigkeit wiederholen wir kurz folgende

Definition 5.6 (Frame)

Eine Familie von Funktionen (¢;);cs in einem Hilbertraum H heifit Frame,
falls Konstanten 0 < A < B < oo existieren, sodass fiir alle f € H gilt

AlFIP <D [Kfe)? < BIFIP

jel

Die Konstanten A, B heiflen Frame Bounds. Falls A = B, so heiflt das Frame
tight.
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5.3 Tight Frame Die diskrete Curvelet-Transformation

Definition 5.7 (Frame Operator)

Sei (p;)jer ein Frame in H, dann ist der Frame Operator o : H — [?(I) definiert
iiber

(a(f); = (f, @5 (5.9)
Die Folge ((f,®;))jer heifit die vom Frame erzeugte Koeffizientenfolge.

Ist umgekehrt o eine Folge von Koeffizienten, so schreiben wir fiir die daraus
durch Synthese enstehende Funktion

fla) = Zajgoj (5.10)

jel

Nehmen wir nun noch den letzten Schritt und wéhlen Stiitzpunkte fiir die
Ortsvariable der semi-diskreten Dekomposition, so erhalten wir eben ein tight
Frame. Die Notation missbrauchend, werden wir fiir die entsprechenden Frame
Elemente wieder ¢ schreiben. Damit sei

Gjri() = Pjb; o 01(). (5.11)
Die Frame Koeflizienten sind dann gegeben durch
ajr =T p(5,0500.0) = (f, djwr) (5.12)
fiir j >0, (1) € 2% und —L;/2 <1 < L;/2, wobei die by wie in (5.1) sind.

Satz 5.8
Sei f eine reell-wertige Funktion in L*(R?). Dann gilt

f(x) = Z Akt Gkl (),

Jiksl

12 =D lejnal®.

Jiksl

in einem L2-Sinn, und

Beweis

Der Beweis besteht darin zu zeigen, dass die Funktionen g;; aus dem Beweis
von Satz 5.5,

gju(z) = /(f’ bjv) Pji () db'a;3/2,

darstellbar sind als

g5(x) =D (f, bin) Gina() (5.13)

k

Die Behauptung folgt dann aus der Reproduktionsformel der semi-diskreten
Transformation. Aus Gleichung (5.8) wissen wir, dass

gj.1(8) = |¢A)j0l(§)‘2 f(ﬁ) . aj_?’/Q,
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5.3 Tight Frame Die diskrete Curvelet-Transformation

Es geniigt zu zeigen, dass die Fourier Transformation der rechten Seite von
(5.13) damit iibereinstimmt. Sei Ry die Matrix aus (4.5) und D; jene aus (5.2),

so gilt, da qAbjoz reell-wertig ist,

= (2m)"2 | f(=Re,,Djn) djo1(—Re,,Djn) e | det(D;)| dn
i(k,)

- 1 € —3/2

- (27T) <h7 2’/T )G/] )

wobei die Funktion h gegeben ist durch

h(¢) = ngoz(*Rej,,Djf) f(*Rej,lefl
Eine notwendige Bedingung fiir (—¢§) € supph ist daher, dass Ry, D;{ €
supp((ﬁjm). Auflerdem ist

biou(€) = /67“9“E> bj00(R—o,,7)dx = Pj00(R—0,,£),

weswegen die vorige Bedingung mit D;{ € supp Qf;joo gleichbedeutend ist. Wen-
den wir die Analyse aus dem Beweis von Lemma 4.5 auf die diskreten Basiscur-
velets, definiert in (5.5) an, so erhalten wir, dass insbesondere gilt

SUP Gjo0 © [~2 m,27 ] x [~29/2 7, 29/ 7],
Daher ist in Summe supp h C [, 72, also h € L2(|—,7]?). Da die Familie

i(k,.)
e

c kez?
- €27}

eine Orthonormalbasis von L?([—,7]?) ist, folgt

O S im) Gin) () =D _(fs bjwt) djwa (6)
k %
etk o= ibjr1,6)

=> (n, 5 ) o djou(€)a;>?
o

= h(=D—; R0, /&) dj(§) a;*'”
= Gjou(E) F(&) a; .

Wie schon zuvor erhalten wir die Parseval-artige Formel durch Substitution
der Reproduktionsformel, also

1113 = (f, Zajkz Pjri(w)) = Zo_ljkl<f> bjk1) = Z ||

Jiksl Jiksl Jiksl
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q.e.d.

Die Abbildung 5.1 zeigt die Stiitzpunkte des Netzes der b; . ; jeweils fiir alle
(k1,ke) € {—2,...,2} x {—2,...,2}. In jeder Zeile der Grafik wird das Ausgangs-
netz (I = 0) eines Levels j, sowie die erste Rotation (I = 1) davon gezeigt. Fiir
die weiteren Werte von [ verlaufen die Drehungen analog weiter.

Auf dem ersten Level j = 0 geht das Netz bei Drehung noch in sich selbst iiber,
da die Punkte hier in beiden Richtungen dquidistant liegen und alle auftreten-
den Winkel Vielfache von 7 sind.

Fiir groere Werte von j bemerken wir jedoch, dass die Ortsdiskretisierung fiir
verschiedene Richtungen verschiedene rechteckige Netze (Stiitzpunkte) und ver-
schieden Absténde in den beiden orthogonalen Richtungen verwendet, in Uber-
einstimmung mit parabolischer Skalierung.

Bemerkung

In vielerlei Hinsicht sind T und T tatséichlich fiquivalent. Allerdings gibt es schon
zwei wichtige Unterschiede: zum Ersten, wie schon zuvor erwdhnt, unterliegt
das Fenster W der diskreten Transformation einer etwas anderen Normalisie-
rungsbedingung als das der stetigen. Wir kénnen also bestenfalls erwarten, dass
I' x I. Zweitens, und wesentlich schwerwiegender, I’ wird in der polaren Varia-
ble des Arguments mit &;/ 2 gestreckt, anstatt mit a;/ ’ Fiir gerade Werte von j
sind diese beiden Gréflen ident, nicht jedoch fiir ungerade j. Eine mogliche Be-
trachtungsweise hierfiir ist die Folgende. Es ist so, als ob wir zwei verschiedene
stetige Transformationen I''(a,b,6) und I'?(a,b,6) hitten, wobei I'l = T, wie
bisher diskutiert, wo hingegen I'? auf einem Winkelfenster V5(.) = V(v/2.). So-
mit verwendet also I'? ein etwas anderes erzeugendes Curvelet auf jedem Level
als I''. Wir erhalten daher fiir geeignete Konstanten c;

i c1 I’l(aj,bj7kyl,9j,l) j gerade

F(]u k7 Z) =
c2T2(a;j,bjr,05) Jj ungerade

5.4 Vergleich von Frames

In diesem Kapitel werden wir sehen, in welchem Sinn dieser Curvelet Frame
‘auf feinen Level’ einem System von Wavelets, die durch eine affine Variablen-
transformation eines einzelnen Mutterwavelets gewonnen wurden, dhnlich ist.
Wir betrachten also ein Curvelet in Standardposition und Standardorientierung;:
k =0 und [ = 0. Im Fourierbereich ist dieses gegeben durch:
bioo(r,w) = Wla;r) V(—) a/*
ma;

Man definiert nun das entsprechende Wavelet basierend auf echter parabolischer
Skalierung, also ohne Verwendung von Polarkoordinaten:

1
Einl€) = Wias ) V(E —r) o/’ (5:14)
J
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Abbildung 5.1:  Stiitzpunktgitter der b; s
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Bemerkung

Um zu zeigen, dass die erzeugenden Elemente auf den einzelnen Level auseinan-
der hervorgehen, kann man die Transformation aus Gleichung (4.29) hier leicht

adaptieren:
. R a; 3/4
®j00(&1,&2) = Proo(a; &1, ij §2) - aj/
a

J

So ein Zusammenhang kann fiir die Curvelet Familie nicht bestehen, da das
erzeugende Element auf jedem Level leicht unterschiedlich ist.

Satz 5.9

E; bezeichne den Triger von éjOO' Es gilt
(i) I& = Ulpez,) — 0, j—o0
(i) |20 ~ 1 =g,y = 0, j— oo

Beweis

Im ersten Teil des Satzes ist

r \/f%‘*‘f%: 1+(§2>2

& &

&

und somit

2
T &9
1o A, = sup | 1+() ~1] (5.15)
& =) (£1,62)€E; €
|

V1+ (tan(ral’?)? 1]

Die letzte Identitdt kommt von Gleichung (4.8), angewandt auf die diskre-

2

te Transformation, denn der Ausdruck (5.15) hingt von sup (%) =
(61,62)€E;

(tan(7rd1-/2))27 dem Tangens des 'Offnungswinkels’ von Z; (s. Abbildung 4.1),

J
ab. Da mit &;/2 %0, auch tan(wd;/Q) =50 folgt (i).

Grob gesprochen gilt dieser erste Teil der Aussage, weil fiir grole j, im - na-
delformig um die erste Achse liegenden - Tréger =;, der Beitrag von & zum
polaren Radius r vernachléssigbar ist.

Aus #hnlichen Uberlegungen folgt ebenso fiir (ii)

§2/61  tanw

w w
Da die moglichen Werte fiir w mit steigendem j immer néher bei 0 liegen und
lim a0« — 1 ist der Satz bewiesen.

w—0

q.e.d.

114



5.4 Vergleich von Frames Die diskrete Curvelet-Transformation

Wir sehen die Situation von Satz 5.9in Abbildung 5.2 veranschaulicht. Es wird
dabei die ”Differenz” der Trager von ngSjoo und @;00 am Beispiel j = 1 dargestellt.
Jene Bereiche, die zu supp éjoo gehoren, nicht aber zu supp @00 werden dabei
grau dargestellt, fiir die schwarze Fléche gilt die umgekehrte Zugehorigkeit. Mit
wachsendem j werden beide Flidchen zunehmend kleiner, was genau der Aussage
des Satzes entspricht.

4=1

a 1 Z 2 3 5

Abbildung 5.2: Differenz von supp qgjoo und supp @;o0

Korollar 5.10

0= lim sup sup ||¢jm — @jrll2
Jaoojzj k,l

In diesem Sinne sagen wir, dass die Familien (¢;r1)j k1 und (@jki) .k, ouf feinen
Level dquivalent sind.
Beweis

Aufgrund der Glattheit von V und W und der Aussage des vorigen Satzes sehen
wir, dass sich die beiden Familien mit steigendem J elementweise immer genauer
entsprechen. Daraus folgt sofort die Behauptung.

q.e.d.

Um zu sehen, dass noch eine viel stirkere Ubereinstimmung vorliegt, vorerst
folgende

Definition 5.11

Wir schreiben @ fiir den Curvelet Frame, ® = {¢;x;}, und definieren das zu-
sammengesetzte System ®; so, dass es fiir grobe Skalen Elemente des Curvelet
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Frames benutzt, aber auf feineren Skalen Elemente, die echte parabolische Ska-
lierung sind:

Sy =A{bjm:J < JyU{pjm:j>J}
Notation

Der Einfachheit halber schreiben Q = (4, k, 1) fiir ein Level /Position/Orientierung
Tripel. Weiters werden wir fiir die Elemente von ®; kurz 1 schreiben und mei-
nen damit, dass ¥g = ¢¢ falls j < J und ¢g = pg falls j > J.

Definition 5.12
Die Gram Matrix des Frames ® ist definiert durch

M#(Q,Q") = (¢qr, ¢)

und die ’Cross-Frame’ Matrix B durch
BJ(Q7 Q/) = <¢Q’7 ¢Q>

Lemma 5.13

M7# st hermitesch und idempotent, das heifit
M#* = (M#YL und (M#)? = M#, (5.16)

wobei MH die hermitesch Transponierte der Matriz M bezeichnet (vgl. Defini-
tion 1.48). Auferdem kommutieren die Matrizen ByBY und M#,

M#(B;BjJ) = (B;Bf )M* (5.17)

Beweis

Durch die Bildung der hermitesch Transponierten (M#)H wird jeder Eintrag
(pg, ) durch (pgr,dq) ersetzt. Da (.,.) ein Skalarprodukt ist, sind diese
beiden Ausdriicke ident.

Die anderen beiden Behauptungen folgen aus der Tatsache, dass es sich bei
® um ein tight Frame handelt (vgl. Satz 5.8). Es gilt daher

(M#)2(Q.Q") = (bqr: do) (dqr dqr)
=

= (b, 0000 q)
Q/

= <¢Q”7¢Q> = M#(QvQH)v
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was (5.16) beweist. Die Darstellung von B¥ ist BY(Q,Q") = (vq,bq) =
(g, 1q) und wir erhalten

M#(ByBINQ.Q) =" (bqr, do) (o, dor )b bom)

Q" QM
—Z Z Vo, dQr)0Qr s 9Q) (P o)
Q" Q
=D (o, d0)(dar, Yo
Q/II

und

(BsBIYM*(Q,Q') =) Y (vor, o) bqr, Yo b do)
Q" QY

= (o, ¢Q)( Y _(bq o )dgr o)
Q" Q"

= (Yo, 00)(bar Yor),
Q//

woraus unmittelbar (5.17) folgt.

Bemerkung

Laut Definition 1.45 ist M7 eine Projektion.

5.5 Sparsity der Gram Matrizen

Aus den folgenden beiden Aussagen geht hervor, dass die Gram Matrix M7#
und die Cross-Frame Matrix B sparse sind (vgl. Abschnitt 1.8).

Lemma 5.14
Fiir jedes N €N existiert eine Konstante Cy, sodass

(@700, Pjr1)| < Cn 1gpi—jr1<1y Lgj<2} )\_N(|b‘,k,l|aj,0) (5.18)
fiir alle 3,7, k, 1.

Beweis

Aus der Formel von Parseval (vgl. Satz 1.26) und der Darstellung der Curvelets
aus (4.6), ergibt sich

(5700, Djrt) = (2m) 72 ¢’007¢jkl>
/ Hebin) o (€) de, (5.19)
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wobei (r,w) wieder die Polarkoordinaten von ¢ bezeichnen und

. — 0. )
fj/7j,l(§) = W(aj/r) \%4 <7T~wl/2> W(ajr) Vv (wﬂal'/;,l> (aj/aj)3/4.

7’ J
Dabher ist (@;:00, ¢jr1) = 0, falls supp fj/,j,l = (). Nun kann £ nur innerhalb des
Trégers von fj/ ;; liegen, wenn

e 1 2 n 1 2
r
2aj/ ’ aj/ 2aj ’ a]—

und
w e [=rajl? na*) N [0;, — wa;'* 0,0 + may?).

Ist also eine dieser Mengen leer, so ist auch supp fj@j,l = (). Dies ist dann der
Fall, wenn eine der folgenden Ungleichungen erfiillt ist

2 1 2 1
< -— — = ’
a/j/ 20/_] aj 2aj/
~1/2 -1/ ~1/2

~1/2 2
maj; " < 01— ma;"”, 01+ ma; " < —mag .

oder zusammengefasst, wenn

ajr ¢ (5,4a;) oder 16, > W(d;/Q + d;,/z).

Per Definition ist a; = 277 und daher kénnen wir zwei Fille beschreiben, die
garantieren, dass (¢;00, ®jri) = 0.

(i) 277" ¢ (2279,2%17), was genau dann gilt, wenn |j — j/| > 2.

(i) |[j—71<1lund |0, >= (&;/2 + EL;//Z), was insbesondere erfiillt ist, falls
16;1] > 37 d;m also |I| > 3, da fiir |j—j'| < 1 die Abschétzung d;,/2 < 2&}/2

gilt.

Somit sind die Wirkungen der charakteristischen Funktionen in der Aussage
bewiesen.

Um den Abfall in der Norm |bj7k_,l|aj70 zu erhalten, weisen wir zuerst darauf
hin, dass aus der Darstellung (5.19) unmittelbar folgt, dass

(D100, Dint) = firja(bjni)-

AuBerdem ist der Tréiger von fj ;; insbesondere im Triiger von ¢;/oo enthalten,

der wiederum in einem Rechteck der Dimension a;/ x EL},/ ? Platz hat (vgl. Lemma
4.5). Es bleibt nur zu zeigen, dass auch die skalierte C*° Funktion

N r —3/2
G57,3.1(8) = fir.5,1(D1/a€) a, /

beschrankte C™ Normen hat, damit die Vorraussetzungen von Lemma 4.10,
welches die Behauptung liefert, erfiillt sind. Da |j — j/| < 1 kann der resul-
tierende Faktor aj_,?’/ 4a?/ Yin gj.5, durch eine Konstante C' unabhéngig von j
abgeschétzt werden. Somit wird g,/ ;; von einer C*° Funktion § dominiert, de-
ren Werte und Ableitungen ausschliellich von W und V' abhéngen und fiir die

daher Konstanten p,, existieren, die auch fiir alle g; ;; gelten.

q.e.d.
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Bemerkung

Aufgrund von der in Satz 5.9 gezeigten Aquivalenz von qgjoo und @joo, die in
Abbildung 5.2 veranschaulicht wird, konnen die selben Uberlegungen fiir die
Skalarprodukte (p;/00, ¢;ki) angestellt werden, unter entsprechender Anpassung
der charakteristischen Funktion fiir 4, 7. Auch die Behauptungen iiber die C™
Normen verlaufen analog. Es gibt dann enstprechende Konstanten C, sodass

[{®jr00, Pjr1)| < Cn 1qi—jr1<23 1{i1<2y /\7N(|bj,k,l|aj,0) (5.20)

fiir alle 7, 5/, k, L.

Lemma 5.15

Fiir jedes N €N existiert eine Folge ey j/, die fiir j — oo gegen Null konvergiert,
sodass

{100 — 500, Djkt)| < enyg Lyj—iri<2y Li<ay AN (1b,k.tlay,0) (5.21)

fiir alle 3,7, k, 1.

Beweisskizze

Die Argumentation verlauft dhnlich wie in Satz 5.14. Diesmal ist

[{dj700 — ©j700, Pjr1)| = (277)_2/6_1“’!”“’“‘1> fira(8) dg,

wobei

firja(6) = (W(ajlr) v <7r6iul/2> - W)V (flf;ﬁﬂ))
J J

W(aﬂ)V( —s ) (ajraz)*/*.
Y

Wieder kénnen wir die charakteristischen Funktionen aus den Tragern der be-
teiligten Fensterfunktionen herleiten, Konstanten fiir die C” Normen der ska-
lierten Funktionen g,/ ;,; finden und Lemma 4.10 anwenden. Die Existenz einer
Nullfolge ey ;s liegt in Satz 5.9 begriindet, welcher besagt dass sich die Werte
von r und &7, sowie von w und £3/&; beliebig genau annéhern.

q.e.d.

Lemma 5.16

Fiir jedes p € (0,1] existiert ein Cp < 00, sowie eine Folge (€1 ,), mit €5, — 0
fiir J — oo, sodass

IM#NE < Cpy IM# = Bsllf < esp und || Byl < Cp+eup (5.22)
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Beweis
Aus den Darstellungen der Elemente von M# beziehungsweise M# — B in
(5.18) und (5.21) folgt, dass es fiir jedes p € (0,1] ein C,, < oo gibt, sodass
max 3 [(6q, 601" < C (523)
Ql

sowie eine Folge (e;,), mit €, — 0 fiir J — oo, sodass

HIQE}XZ (bq, pqr — )| < esp (5.24)
Q

und
mgxz (D, b — Y )P < €sp. (5.25)
Q/

Da M# auBerdem hermitesch ist, folgen daraus die ersten beiden Aussagen.

Die Beschrinktheit der p-Quasinorm von B folgt aus der p-Dreiecksungleichung,
die fiir diese Normen gilt (vgl. (1.25)) und den Abschétzungen, die wir eben be-
wiesen haben. Es gilt

1Byl < [|Br = M#|E + [ M# ], < Cp + €1

Satz 5.17
Es gibt ein Jy € N, sodass der Matrizoperator B} gegeben durch

BY = BY > (m* - B;BJ™,

m>0

fir alle J > Jy wohldefiniert ist. Dieser erfillt dann HB}HP < oo und fir
a € R(M#) gilt

BJBJL,a = q,
Schliefilich gilt

|M# — BY|, =0 firJ — oco.

Beweis

Da M# eine Projektion ist (vgl. (5.16) und Definition 1.45), wirkt M# auf
R(M?) wie die Identische Abbildung und daher muss der Operator B} folgende
Bedingung erfiillen,

BJB}(X:M#@ fiir a € R(M%).

Wir werden iterativ einen Operator BT] finden, der diese Bedingung erfiillt und
dann zeigen, dass dieser von der behaupteten Form ist. Dazu setzen wir 6(9 = o
und dann rekursiv

Am+) — gl sm) sm+h) = §(m) _ g, Alm+1) (5.26)
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Fiir m = 0 ist 6™ € R(M#) und unter Verwendung von (5.17) ist
M#5m+) = M#(Id — B;BH)6™ = (Id — B;BY)M#5(m) = gim+1),

wodurch bewiesen ist, dass alle §(™) in R(M#) liegen.

Die Abschitzungen in (5.22) besagen, dass es zu jedem p € (0,1] ein Jy
gibt, sodass ||M#|2 ||M# — B;||p < 1/4 fiir alle J > Jo. AuBerdem gilt fiir
|M#|| > 1 (vegl. Satz 1.45) und damit zeigen wir in Lemma 5.18, dass diese
Iteration konvergiert.

q.e.d.

Lemma 5.18

Sei 0 < p < 1 beliebig aber fix und sei M# eine Projektion, §©©) € R(M#),
sowie By ein Matrizoperator, sodass

1/
IM#|, 1By = M#|, < (5)7" und |M#| > 1. (5.27)

Dann gilt fiir das Iterationsschema in (5.26)

3 m
™l < () 190

und daher sind die beiden Reihen ), -, 5 und > m>1 A absolut konver-
gent.
Beweis
Da, wie wir oben gesehen haben, alle §(™) in R(M#) liegen, ist
§m+Y) = (1d — B;BY)6(™ = (M#* — B;BH)s(™).
Schreiben wir kurz A = By — M#, so gilt
M#—B;BY = (M#)2—(M#+A)(M#+A)7 = —(M#*AT L A(M#F)E L AAT).
Wegen den beiden Voraussetzung in (5.27), ist insbesondere ||A|l, = ||Bs —
M#|, < (i)l/p und in Summe gilt
IM* = ByBY | = |AM*) - MEAT 1 ANH |
< 2[|MFB AL + A7
<1/2+4+1/16 < 3/4
Daraus erhalten wir (in der Notation aus Abschnitt 1.7 )

160" < (|M# — BB |2 167 |l2

IA

I 3 1/p 3
Iar# = B, 1, 16 < (§) 16 < 3 15 e

Aufgrund dieses geometrischen Abfalls und der Beschrénktheit ||BY o) <
|1Bsllp, < oo (vgl. (5.22)) kénnen wir schlieflen, dass auch die Reihe zur Fol-
ge (AM),, = (BHs(m=1), absolut konvergiert.

q.e.d.
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Fortsetzung des Beweises von Satz 5.17

Da die Konvergenz des Verfahrens nun erwiesen ist, kénnen wir definieren:
BEoz =3, o A, Um nachzuweisen, dass es sich dabei tatsichlich um eine
Losung unseres Problems handelt, erinnern wir daran, dass aus obiger Iterati-
onsvorschrift By A(™) = §(m=1 _ §(m) folgt und daher ist

BJB:I}OZ = By Z A(nL) _ Z 6(771—1) _ 6(7n) _ Z 6(m) _ Z §(m) — 6(0) = a.

m>1 m>1 m>0 m>1

Andererseits gilt

6m = (M#*—B;B)sm=Y = = (M#*-B;BY)" 6O = (M#—-B;BH)" q,
weswegen
Bla=Y"Am = %" pifsm=1 = B N (M* — B;B )" a.
m>1 m>1 m>0

Wir kénnen daher die Matrix B}, welche der Anwendung dieses Iterationsver-
fahrens entspricht, als

By = BY S (* - BBl
m>0
identifizieren und es gilt unter Verwendung von (1.25) und (1.26)

IBSIE < IBFIE > I1(M* - BB )™ |5

m>0

< 1B Y (2)" <alBslg < .

m>0
Als Operatoren auf R(M#) betrachtet, sind M# und B JBE ident, somit gilt
|M# = BYllp = BB} = Byllp < |1Bs = M*|5+ |[B)[1} — 0,

da ||BLT,H§ < oo und ||By — M#|[5 — 0, wie wir in Lemma 5.16 gezeigt haben.
q.e.d.

Unser abschliefendes Resultat besagt, dass jedes der beiden Systeme genau
dann eine diinnbesetzte Koeffizientenfolge liefert, wenn dies auch das Andere
tut.

Satz 5.19

Fiir hinreichend grofies J ist ® ; ein Frame. Auferdem gehen die Frame Bounds
gegen 1 mit J — oo.

Sei f eine L? Funktion und sei o(f) die vom Curvelet Frame ® erzeugte Ko-
effizientenfolge, sowie o’ (f) die vom zusammengesetzten System ®; erzeugte
Koeffizientenfolge. Dann

lim sup 1) =’ (Dll2

=0
J—00 20 £ 1|2
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Dual dazu, sei o ein Koeffizientenvektor und seien f(a) bzw. f7(a) die Synthe-
sen von « unter Verwendung von ® bzw. ®;, dann

i s 1(@) = (@)l

=0
J=00 070 el

Beweis

Die Cross-Frame Matrix B verbindet Koeffizienten o im ® Frame mit Koeffizi-
enten o’ im System ®;. Angenommen wir hiitten eine Koeffinzientenfolge oz,
die, wenn wir sie auf ®; anwenden, f ergibt, also f = ®;(a’) = >0 aé ¥g.
Daraus mochten wir nun eine neue Koeffizientenfolge a berechnen, die dieselbe
Funktion beziiglich des ®-Frames beschreibt:  f = ®(a) = > 5 aq ¢q. Da ®
ein tight Frame ist, erfiillt dies genau die Folge o = (ag)q mit ag = (f, ¢q)
und es gilt

ag = (f,¢q) = O ab b by =Y (Y, o)y = (Bsa’)q.
Q' Q'
Also ist @ = By o’ und wir erhalten unter Verwendung von Satz 5.8

I£1I3 = llall3 = 1Bsa’[3 < [|BslEy) llo |13

Daher ist ||BJ||(_2§ die untere Frame Bound fiir @ .
Um die andere Schranke der Frame Bedinung zu erhalten, verwenden wir
den Matrixoperator Bjr] aus Satz 5.17, der es uns ermoglicht aus einer Koeffizi-

entenfolge v im ® Frame, eine Folge o/ = B}L] « zu berechnen, die im ® ; Frame
die selbe Funktion erzeugt. In der Tat sind wir nur an Elementen o € R(M#)
interessiert, da fiir jedes f die Koeffizientenfolge o = (ag)g = ((f, ¢q))g in
R(M#) liegt:

(M*a)g =Y (¢q, Q) (frdq) = (D _(f.da)bq, ¢q) = (f.0q) = aq.
Q' Q’

Ein Element im ®; Frame, das f darstellen soll, muss — wie wir eben gesehen
haben — die Bedingung o = By a’ erfiillen. Dies ist fiir die Wahl o/ = Bj}a
sicher der Fall, da

By Bjr]oz = a.

Weiters gilt
la” (13 = 1 B5all3 < I1B5IE) lals = IBYI% I1/13

und wir erhalten HBT,H%Q) als obere Frame Bound.

Zusammenfassend haben wir gezeigt, dass ®; ein Frame ist und

1Bl 1113 < D1 F ) < I1B5 IR, 1£13
Q

Nach Satz 5.16 bzw. Satz 5.17 gilt

M#* - B, -0 und |M#* —B, -0 firJ — oo
p JIp
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und daraus folgt, dass ||By||2) — [|M#|2 =1 und die entsprechende Aussage
fiir ||B}H(2). Somit gehen die Frame Bounds gegen 1.

Die erste Aussage beziiglich der Ubereinstimmung der Frames, ist eine Kon-
sequenz aus der eben erwihnten Konvergenzaussage der Differenz M7 — BB. Es
gilt

la(f) = a” (P2 = IMFa(f) = Bia(f)ll2 < [IM* = Bl la(f)]]2-
und somit ist

la() — o’ (D)ll2 _ 1M* = Bl lla(S)ll
T 1712

In der zweiten Aussage gilt

(@) = fs(@)llz = 1Y aq(de —¥a)l2
Q

= |M# - Bl — 0.

<Y lagllidg —valz < lal2)_ Iéq — vol:
Q Q

und daher ist
[f(a) = fs(a)ll2

ol

SZH¢Q_¢Q”2—>O fiir J — o0,
Q

wobei die Konvergenz gegen 0 gewéhrleistet ist, da in der Summe nur die Terme
mit 5 > J ungleich Null sind und auf feinen Levels, die Curvelets mit den
entsprechenden Wavelets sehr genau iibereinstimmen (vgl. Satz 5.9).

q.e.d.

Korollar 5.20

Sei f eine Funktion mit diinnbesetzter Curvelet Transformation, also ||a(f)|l, <
00, V0 < p < 1 (siehe Kapitel 1.8). Dann hat f auch eine diinnbesetzte ® ; Frame
Transformation ||a”(f)||, < oo - und vice versa. Mit Konstanten, die nur von p
abhéngen, gilt

la(Hly = la” (1)l

Bemerkung

Da diese Analogie zwischen dem Curvelet Frame und dem zusammengesetzten
Frame nun etabliert ist, kénnen wir bereits vorhandene Resultate fiir das echt
parabolisch skalierte Waveletframe aus fritheren Werken fiir die hier behandelte
Curvelet Transformation iibernehmen. So hat etwa Hart Smith in [S] fiir die echt
parabolisch skalierten Wavelets gezeigt, dass sie eine diinnbesetzte Repréasentati-
on von Fourier Integral Operatoren liefern und fiir die CCT lassen sich parallele
Schliisse ziehen (vgl. [CanDo2]).
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